
Parciálńı diferenciálńı rovnice

• nezávisle proměnné t, x, y

• neznámá funkce u(t, x), u(x, y)

• derivace ut = ∂u
∂t , uxx = ∂2u

∂x2

• typy rovnic

– eliptické, nap̌r. uxx + uyy = 0 Laplaceova rovnice

– parabolické, nap̌r. ut + auxx = 0 rovnice vedeńı tepla

– hyperbolické, nap̌r. ut + aux = 0 advekčńı rovnice

– kombinované, nap̌r. ut + aux + buxx = 0

• zdrojové členy s(t, x, u) na pravé straně

• podḿınky

– počátečńı u(0, x) = u0(x)

– okrajové u(t, 0) = f (t)

• podḿıněnost PDR
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Hyperbolické parciálńı diferenciálńı rovnice

• počátečńı problém, Cauchyho problém, naj́ıt u(t, x)

ut + aux = 0, u(0, x) = u0(x), t ≥ 0, x ∈ R

advekčńı rovnice, 1-stranná vlnová rovnice

• řešeńı u(t, x) = u0(x− at)
• charakteristiky - p̌ŕımky, na kterých je u konstantńı

ξ = x− at, u(t, x) = u0(ξ)

a - rychlost š́ı̌reńı podél charakteristiky t = (x− ξ)/a

• se zdrojem

ut + aux = bu, u(0, x) = u0(x), t ≥ 0, x ∈ R

• transformace proměnných

τ = t , ξ = x− at
t = τ , x = ξ + aτ

ũ(τ, ξ) = u(t, x)

• derivace

dũ

dτ
= uttτ + uxxτ = ut + aux = bu

• ∀ξ dostaneme ODR s počátečńı podḿınkou

dũ

dτ
= bũ, ũ(0, ξ) = u0(ξ)
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• řešeńı

ũ(τ, ξ) = u0(ξ)ebτ

u(t, x) = u0(x− at)ebt

• lze rozš́ı̌ŕıt na řešeńı

ut + aux = f (t, x, u), u(0, x) = u0(x)
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Hyperbolická PDR s proměnnými koeficienty

• rovnice

ut + a(t, x)ux = 0, u(0, x) = u0(x)

• transformace proměnných, nové proměnné τ, ξ

τ = t, ξ =?, ũ(τ, ξ) = u(t, x)

• derivace

dũ

dτ
= uttτ + uxxτ = ut + xτux

• polož́ıme

dx

dτ
= a(t, x) = a(τ, x)

• dostaneme systém ODR s počátečńımi podḿınkami

dũ

dτ
= 0 , ũ(0, ξ) = u0(ξ)

dx

dτ
= a(τ, x) , x(0) = ξ

• p̌ŕıklad a(t, x) = x

ut + xux = 0

u0(x) =

{
1 pro 0 ≤ x ≤ 1
0 pro x < 0 ∨ x > 1
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• ODR

dx

dτ
= x, x(0) = ξ

má řešeńı x(τ ) = ξeτ , charakteristiky jsou ǩrivky ξ =
xe−t = konst, nebo x(t) = ξet, t = ln(x/ξ)

• ODR

dũ

dτ
= 0, ũ(0, ξ) = u0(ξ)

má řešeńı ũ(τ, ξ) = u0(ξ)

• konečné řešeńı u(t, x) = u0(xe−t) čili

u(t, x) =

{
1 pro 0 ≤ x ≤ et

0 pro x < 0 ∨ x > et
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Systém PDR

• systém PDR

Ut + A · Ux = 0

pro U(t, x) ∈ Rd tj. U = (u1, u2, · · · , ud)′ je hyperbolický
právě když má matice A reálná vlastńı č́ısla λi a existuje
matice P z vlastńıch vektor̊u, tak že

P · A · P−1 =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0

· · ·
0 0 · · · λd

 = Λ

• vynásob́ıme rovnici zleva matićı P

P · Ut + P · A · Ux = 0

(P · U)t + (P · A · P−1) · P · Ux = 0

Wt + Λ ·Wx = 0

kde W = P ·U = (w1, w2, · · · , wd) a počátečńı podḿınka
je W (0, x) = PU0(x)

• původńı systém PDR jsme p̌revedli na d navzájem nezávislých
skalárńıch advekčńıch rovnic

(wi)t + λi(wi)x = 0, i = 1, · · · , d

s počátečńımi podḿınkami wi(0, x) = wi0(x) = (P ·
U0(x))i
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• každá advekčńı rovnice má řešeńı wi(t, x) = wi0(x− λit)
a dohromady daj́ı vektor řešeńı W (t, x)

• řešeńı původńıho systému potom je U = P−1W
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Okrajové podḿınky pro PDR

• advekčńı rovnice na intervalu x ∈ (0, 1) s počátečńımi a
okrajovými podḿınkami

ut + aux = 0, u(0, x) = u0(x),

u(t, 0) = f0(t), u(t, 1) = f1(t)

charakteristiky pro a > 0

x

t

0 1

řešeńı pro a > 0

u(t, x) =

{
u0(x− at) pro x− at > 0
f0(t− x/a) pro x− at < 0

záviśı jen na f0(t), tj. na okrajové podḿınce nalevo
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charakteristiky pro a < 0

x

t

0 1

řešeńı pro a < 0

u(t, x) =

{
u0(x− at) pro x− at < 1
f1(t− (1− x)/a) pro x− at > 1

záviśı jen na f1(t), tj. na okrajové podḿınce napravo
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Okrajové podḿınky pro systém PDR

• p̌ŕıklad x ∈ (0, 1), a > 0, b > 0(
u1

u2

)
t

+

(
a b
b a

)(
u1

u2

)
x

= 0

• matice

A =

(
a b
b a

)
,

jej́ı charakteristický polynom

det(A− λI) =

∣∣∣∣ a b
b a

∣∣∣∣ = (a− λ)2 − b2,

vlastńı č́ısla λ1,2 = a± b a vlastńı vektory

A · v = λv(
a b
b a

)(
v1

v2

)
= (a± b)

(
v1

v2

)
(
v1

v2

)
1

=

(
1
1

)
,

(
v1

v2

)
2

=

(
1
−1

)
• matice

P =

(
1 1
1 −1

)
,

charakteristické proměnné

w = P · u =

(
u1 + u2

u1 − u2

)
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• diagonálńı systém(
u1 + u2

u1 − u2

)
t

+

(
a + b 0

0 a− b

)(
u1 + u2

u1 − u2

)
x

= 0

• 2 nezávislé rovnice, a > 0, b > 0

(u1 + u2)t + (a + b)(u1 + u2)x = 0 w1
t + (a + b)w1

x = 0

(u1 − u2)t + (a− b)(u1 − u2)x = 0 w2
t + (a− b)w2

x = 0

• pro advekčńı rovnici ut + aux = 0 poťrebujeme pro a > 0
okrajovou podḿınku nalevo v x = 0 a pro a < 0 okrajavou
podḿınku napravo v x = 1

• pro a > b, tj. a−b > 0 poťrebujeme pro u1 +u2 a u1−u2

okrajové podḿınky nalevo v x = 0

• pro a < b, tj. a − b < 0 poťrebujeme pro u1 + u2 okra-
jovou podḿınku nalevo v x = 0 a pro u1 − u2 okrajovou
podḿınku napravo v x = 1

• obecné okrajové podḿınký pro a < b jsou

u1(t, 0) + u2(t, 0) = c1(u1(t, 0)− u2(t, 0)) + f0(t)

u1(t, 1)− u2(t, 1) = c2(u1(t, 1) + u2(t, 1)) + f1(t)
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Druhy okrajových podḿınek

• Dirichletova OP, u(t, 0) = f0(t)

• Neumannova OP, ux(t, 0) = fn(t)

p̌rirozená ux(t, 0) = 0

• Robinova OP, αu(t, 0) + βux(t, 0) = γ, α(t), β(t), γ(t)

• periodická okrajová podḿınka

ut + aux = 0, u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1), u(t, 0) = u(t, 1)

kompatibilita počátečńı podḿınky u0(0) = u0(1)

• odrazová OP

• absorbuj́ıćı OP
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Advekčńı rovnice

• advekčńı neboli jednostranná vlnová rovnice pro u(t, x)

∂ u

∂ t
+ a

∂ u

∂ x
= 0, ut + aux = 0

s počátečńı podḿınkou

u(0, x) = u0(x)

má řešeńı

u(t, x) = u0(x− at)

což je funkce daná počátečńı podḿınkou, pohybuj́ıćı se
rychlost́ı a

Výpočetńı śıt’

• naḿısto spojitých proměnných (t, x) ∈ [0,∞)×R zavedeme
diskrétńı proměnné, neboli diskrétńı výpočetńı sit’ku

(tn, xj) = (n∆t, j∆x), n ∈ N0, j ∈ Z,

kde ∆t a ∆x jsou časový a prostorový krok výpočetńı śıtě

• hodnoty funkce u(t, x) jsou nahrazeny p̌ribližnými diskrétńımi
hodnotami

u(tn, xj) ≈ unj
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Konečné diference

• náhrady derivaćı konečnými diferencemi

• dop̌redná

ux →
uj+1 − uj

∆x

• zpětná

ux →
uj − uj−1

∆x

• centrálńı

ux →
uj+1 − uj−1

2∆x

Základńı diferenčńı schemata pro advekčńı rovnici

• advekčńı rovnice ut + aux = 0

• dop̌redné schema, dop̌redná diference v čase i prostoru

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj
∆x

= 0,

známe vše na časové vrstvě n, vyjáďŕıme jedinou neznámou
un+1
j

un+1
j = unj − a∆t

unj+1 − unj
∆x
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• p̌ri výpočtu se časový krok poč́ıtá jako

∆t = C
∆x

|a|
,

kde C je tak zvané CFL (Courant-Friedrichs-Levy) č́ıslo

• vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/pde.m

• zpětné schema, dop̌redná diference v čase a zpětná difer-
ence v prostoru

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj − unj−1

∆x
= 0

• centrálńı schema, dop̌redná diference v čase a centrálńı
diference v prostoru

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

• Lax-Friedrichsovo schema, dop̌redná diference v čase použ́ıvaj́ıćı
pr̊uměr a centrálńı diference v prostoru

un+1
j − (unj+1 + unj−1)/2

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

• Lax-Wendroffovo schema, dop̌redná diference v čase a centrálńı
diference v prostoru s korekćı

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
=
a2∆t

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

• Úloha: experimentálně určete pro které hodnoty a a C
jsou uvedená schemata stabilńı, sestavte tabulku podḿınek
stability
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• Úloha: implementujte periodické okrajové podḿınky a
vyzkoušejte je zvěťseńım konečného času

• Úloha: sestavte pro uvedená schemata tabulku konver-
gence s použit́ım 200, 400, 800 a 1600 bodů; do tabulky
zaneste L1 chyby numerického řešeńı a jejich pod́ıly

L1 chyba numerického řešeńı uni je jeho L1 odchylka od
p̌resného řešeńı ue

errL1 = ||uni − ue(tn, xi)||L1 =
∑
i

|uni − ue(tn, xi)|∆x

16



Konvergence a konzistence

• Definice: Jednokrokové diferenčńı schema aproximuj́ıćı
parciálńı diferenciálńı rovnici (PDR) je konvergentńı⇔
∀u(x, t) řešeńı PDR, ∀unj řešeńı diferenčńıho schematu
takové, že u0

j → uo(x) když j∆x → x,∆x → 0, po-
tom
unj → u(t, x) pro (n∆t, j∆x)→ (t, x),∆x→ 0,∆t→ 0

• Definice: Diferenčńı schema P∆t,∆xu
n
j = fnj je konzis-

tentńı s PDR Pu = f ⇔
∀ hladkou funkci Φ(t, x) plat́ı PΦ − P∆t,∆xΦ

n
j → 0 pro

∆t→ 0,∆x→ 0
(bodová konvergence v každém bodě śıtě)

• Př́ıklad: advekčńı rovnice PΦ = Φt + aΦx, dop̌redné
schema

P∆t,∆xΦ
n
j =

Φn+1
j − Φn

j

∆t
+ a

Φn
j+1 − Φn

j

∆x
= 0

Taylor̊uv rozvoj v bodě (n∆t, j∆x)

Φn+1
j = Φ + ∆tΦt +

1

2
∆t2Φtt + O(∆t3)

Φn
j+1 = Φ + ∆xΦx +

1

2
∆x2Φxx + O(∆x3)

dif. schema po dosazeńı

P∆t,∆xΦ
n
j = Φt + aΦx +

1

2
∆tΦtt +

1

2
a∆xΦxx + O(∆t2,∆x2)
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čili

PΦ− P∆t,∆xΦ
n
j = −1

2
∆tΦtt −

1

2
a∆xΦxx + O(∆t2,∆x2)→ 0

pro ∆t→ 0,∆x→ 0, čili schema je konzistentńı ∀a
• Úloha: ově̌rte konzistenci centrálńıho schematu

Φn+1
j − Φn

j

∆t
+ a

Φn
j+1 − Φn

j−1

2∆x
= 0
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Stabilita a podḿıněnost

• Definice: Diferenčńı schema P∆t,∆xu
n
j = 0 pro parciálńı

diferenciálńı rovnici 1. řádu je stabilńı v oboru stability
S ⇔

∃J ∈ N0, J � n,∀T > 0,∃cT ∈ R
∞∑

j=−∞
|unj |2 ≤ cT

J∑
m=0

∞∑
j=−∞

|umj |2

pro 0 ≤ n∆t ≤ T a (∆t,∆x) ∈ S
• lze použ́ıt k určeńı oboru stability, ale nepraktické

• praktická metoda – založená na Fourierově transformaci

• Definice: Počátečńı problém pro PDR 1. řádu Pu = 0
je dobře podmı́něný ⇔

∀T > 0,∃cT ,∀u(t, x), Pu(t, x) = 0,∫ ∞
−∞
|u(t, x)|2dx ≤ cT

∫ ∞
−∞
|u(0, x)|2dx

pro 0 ≤ t ≤ T

• Lax-Richtmyerova věta: Diferenčńı schema konzis-
tentńı s PDR pro kterou je počátečńı problém dob̌re podḿıněný
je konvergentńı ⇔ je schema stabilńı
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Courant-Friedrichs-Lewyho (CFL) podḿınka

• Věta: Pro explicitńı diferenčńı schema

un+1
j = αunj−1 + βunj + γunj+1

aproximuj́ıćı advekčńı PDR ut + aux = 0 s λ = ∆t/∆x
konstantńım je nutná podḿınka stability (CFL podḿınka)
|a|λ ≤ 1

• p̌redpokládáme bod (t, x) = (1, 0) = (n∆t, 0) a najdeme
všechny body śıtě, na kterých záviśı un0 ; pro t = 1 to jsou
body pro které |x| ≤ 1/λ; v́ıme n = 1/∆t, čili n∆x =
∆x/∆t = 1/λ

t

x1/λ−1/λ aa−a−a
0

t=1

• charakteristiky pro |a| < 1/λ splňuj́ıćı CFL podḿınku a
pro |a| > 1/λ nesplňuj́ıćı CFL podḿınku
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• charakteristiky maj́ı směrnici 1/a; charakteristika procházej́ıćı
bodem (∆t, 0) prot́ıná osu x v bodě (0,−a∆t)

t

x
0 ∆−∆ xx

∆

−a   t −a   t ∆ −a   t

t=   t

∆ ∆ −a   t ∆

• charakteristiky pro |a|∆t < ∆x splňuj́ıćı CFL podḿınku a
pro |a|∆t > ∆x nesplňuj́ıćı CFL podḿınku

• pro systém Ut + AUx = 0 je CFL podḿınka
|ai|λ ≤ 1, ∀ai, ai je vlastńı č́ıslo matice A

• postačuj́ıćı podḿınka může být úplně jiná

• omezeńı časového kroku ∆t ≤ ∆x/|a|
• Věta: Neexistuje explicitńı, bezpodḿınečně stabilńı, konzis-

tentńı diferenčńı schema pro systém hyperbolických PDR.

• Poznámka: implicitńı schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= 0

je bezpodḿınečně stabilńı
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Fourierova analýza

• Fourierova transformace, u(x), x ∈ R

û(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxu(x)dx, ω ∈ R

• inverzńı Fourierova transformace

u(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωxû(ω)dω, x ∈ R

• na diskrétńım oboru ∆xZ = {∆xm,m ∈ Z}
• śıt’ová funkce vm ≈ u(∆xm)

• diskrétńı Fourierova transformace

v̂(ξ) =
1√
2π

∞∑
m=−∞

e−imξ∆xvm∆x, ξ ∈ (−π/∆x, π/∆x)

• inverzńı diskrétńı Fourierova transformace

vm =
1√
2π

∫ π/∆x

−π/∆x
eimξ∆xv̂(ξ)dξ, m ∈ Z

složeńı vln

• L2 norma

||u||2 =

√∫ ∞
−∞
|u(x)|2dx, ||vm||2 =

√√√√ ∞∑
m=−∞

|vm|2∆x
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• Parsevalova rovnost ||u||2 = ||û||2, v diskrétńım tvaru

||u||22 =

∫ ∞
−∞
|u(x)|2dx =

∞∑
m=−∞

|vm|2∆x = ||û||22

Fourierova analýza a PDR

• derivace inverzńı Fourierovy transformace

∂u

∂x
(x) =

1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωxiωû(ω)dω, x ∈ R

čili

(̂
∂u

∂x
)(ω) = iωû(ω)

• derivace −→ násobeńı
diferenciálńı rovnice −→ algebraická rovnice
PDR −→ ODR

• Př́ıklad: ut + aux = 0, u(0, x) = u0(x), Fourierova
transformace v x

ût = −iaωû

je ODR pro û s řešeńım

û(t, ω) = e−iaωtû0(ω)
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s použit́ım Parsevalovy rovnosti dostaneme

||u||2 = ||û||2 = ||e−iaωtû0||2 =

∫ ∞
−∞
|e−iaωtû0|2dω =

=

∫ ∞
−∞
|e−iaωt|2|û0|2dω =

∫ ∞
−∞
|û0|2dω = ||û0||2 = ||u0||2

čili PDR je dob̌re podḿıněná

• Úloha: analyzujte podḿıněnost rovnice vedeńı tepla

ut = buxx, u(0, x) = u0(x)

• Úloha: analyzujte podḿıněnost advekčně difuzńı rovnice

ut + aux = buxx, u(0, x) = u0(x)

• Úloha: analyzujte podḿıněnost disperzńı rovnice

ut + cuxxx = 0, u(0, x) = u0(x)

• Úloha: analyzujte podḿıněnost hyper-difuzńı rovnice

ut = duxxxx, u(0, x) = u0(x)

• Úloha: analyzujte podḿıněnost rovnice

ut + Aux + Buxx + Cuxxx + Duxxxx = 0, u(0, x) = u0(x)
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Von Neumannova (Fourierova) analýza

• zpětné diferenčńı schema pro advekčńı rovnici ut+aux = 0

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj − unj−1

∆x
= 0

un+1
j = (1− aλ)unj + aλunj−1, λ =

∆t

∆x

• inverzńı diskrétńı Fourierova transformace

unj =
1√
2π

∫ π/∆x

−π/∆x
eijξ∆xûn(ξ)dξ

nám dává

un+1
j =

1√
2π

∫ π/∆x

−π/∆x
eijξ∆x[(1− aλ) + aλe−iξ∆x]ûn(ξ)dξ

č́ıli

ûn+1 = [(1− aλ) + aλe−iξ∆x]ûn(ξ) = g(ξ∆x)ûn(ξ)

• zesiluj́ıćı faktor

ûn+1 = g(ξ∆x)ûn(ξ)

pro zpětné schema je

g(ξ∆x) = (1− aλ) + aλe−iξ∆x
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• a počátečńı podḿınky

ûn = g(ξ∆x)nû0(ξ)

• z Parsevalovy rovnosti

||un||22 = ||ûn||22 = ||g(ξ∆x)nû0(ξ)||22

=

∫ π/∆x

−π/∆x
|g(ξ∆x)|2n|û0(ξ)|2dξ ≤ cT ||û0(ξ)||22

• ||un||22 muśı být omezené, aby bylo schema stabilńı, č́ıli

|g(ξ∆x)|2 ≤ 1

• Úloha: určete kdy zesiluj́ıćı faktor pro zpětné schema

g(ξ∆x) = (1− aλ) + aλe−iξ∆x

splňuje tuto podḿınku

• Von Neumannova věta: Jednokrokové diferenčńı schema
(s konstantńımi koeficienty) je stabilńı ⇔
∃K (explicitně nezávislé na Θ,∆t,∆x, může však záviset
na λ = ∆t/∆x) ∃∆t0 > 0,∆x0 > 0
|g(Θ,∆t,∆x) ≤ 1 + K∆t,

Θ = ξ∆x, ∀Θ,∆t,∆x.0 < ∆t ≤ ∆t0, 0 < ∆x < ∆x0

Pokud g(Θ,∆t,∆x) nezáviśı explicitně na ∆t a ∆x (může
záviset na λ = ∆t/∆x) pak je podḿınkou stability
∀Θ, |g(Θ)| ≤ 1

• standardńı postup – nahrazeńı

unj −→ gneijΘû0
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respektive

un+m
j+k −→ gmeikΘ

• vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/stab.mws
poč́ıtá zesiluj́ıćı faktor pro zpětné schema, resp. poč́ıtá
|g(Θ)|2 − 1 ≤ 0, nerovnici již řeš́ıme ručně

• Úloha: analyzijte stabilitu pro: dop̌redné schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj
∆x

= 0,

centrálńı schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

Lax-Friedrichsovo schema

un+1
j − (unj+1 + unj−1)/2

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

Lax-Wendroffovo schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
=
a2∆t

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
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Stabilita pro proměné koeficienty

• advekčńı rovnice s proměnným koeficientem ut+a(t, x)ux =
0

• Lax-Friedrichsovo schema

un+1
j − (unj+1 + unj−1)/2

∆t
+ a(tn, xj)

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

• metoda zamrzlých koeficient̊u

– schema se vyšeťruje lokálně v každém bodě (tn, xj)

– podḿınka stability |a(tn, xj)|λ ≤ 1,∀n,∀j

Stabilita pro v́ıcekrokové schema

• dosazeńım

un+m
j+k −→ gmeikΘ

dostaneme charakteristický polynom diferenčńıho schematu
P (g,Θ,∆t,∆x) a vyšeťrujeme jeho kǒreny gl(Θ,∆t,∆x)

• pokud P (g,Θ,∆t,∆x) nezáviśı explicitně na ∆t,∆x (může
záviset na λ = ∆t/∆x) potom je schema stabilńı ⇔

1. |gl(Θ)| ≤ 1,∀l,∀Θ
2. |gl(Θ)| = 1⇒ gl(Θ) je jednoduchý kǒren P (g,Θ)
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• obecně, pokud P (g,Θ,∆t,∆x) záviśı explicitně na ∆t,∆x,
schema je stabilńı ⇔

1. ∃K, |gl(Θ)| ≤ 1 + K∆t,∀l,∀Θ
2. ∃c > 0, 1 ≤ |gl(Θ)| ≤ 1+K∆t⇒ gl(Θ) je jednoduchý

kǒren P (g,Θ) a |gl − gm| ≥ c,∀m 6= l,∀Θ
• Př́ıklad: schema Leapfrog

un+1
j − un−1

j

2∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/stab-
leap-frog.mw spoč́ıtá kǒreny charakteristického polynomu

– vyšeťrit p̌ŕıpad |a|λ > 1 a Θ = π/2

– pro |a|λ ≤ 1 ově̌rit možnou násobnost kǒrenu s |gl| = 1
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Stabilita jednokrokového schematu pro systém

• systém∑
k

Ak ·Un+1
j+k =

∑
k

Bk ·Un
j+k

• dosad́ıme

Un+m
j+k −→ Ûn+meikΘ

a dostaneme

A(Θ) · Ûn+1 = B(Θ) · Ûn

Ûn+1 = A−1 ·B · Ûn

• matice p̌rechodu, zesiluj́ıćı matice

G = A−1 ·B

• podḿınka stability potom je

– ||G(Θ)|| ≤ 1,∀Θ, pokud G nezáviśı explicitně na ∆t,∆x

– ||G(Θ,∆t,∆x)|| ≤ 1 +K∆t,∀Θ, pokud G záviśı ex-
plicitně na ∆t,∆x

• vyšeťruj́ı se vlastńı č́ısla gl(Θ) matice G

|gl(Θ)| ≤ 1,∀l,∀Θ

|gl(Θ)| ≤ 1 + K∆t,∀l,∀Θ
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Stabilita systému diferenčńıch schemat

• systém PDR

ut − avx = 0

vt − aux = 0

pro U = (u, v)T po eliminaci v

utt − avxt = utt − a2uxx = 0

dává vlnovou rovnici utt = a2uxx

• Lax-Friedrichsovo schema λ = ∆t/∆x

un+1
j =

unj+1 + unj−1

2
+
aλ

2
(vnj+1 − vnj−1)

vn+1
j =

vnj+1 + vnj−1

2
+
aλ

2
(unj+1 − unj−1)

• Fourierova analýza

ûn+1 =
eiΘ + e−iΘ

2
ûn + aλ

eiΘ − e−iΘ

2
v̂n

v̂n+1 =
eiΘ + e−iΘ

2
v̂n + aλ

eiΘ − e−iΘ

2
ûn

ûn+1 = cos Θûn + iaλ sin Θv̂n

v̂n+1 = cos Θv̂n + iaλ sin Θûn

což lze p̌repsat jako

Ûn+1 = G · Ûn

31



kde

G =

(
cosΘ iaλ sin Θ

iaλ sin Θ cosΘ

)
je zesiluj́ıćı matice schematu

• jej́ı vlastńı č́ısla

g1,2 = cos Θ± iaλ sin Θ

|g1,2|2 = cos2 Θ + a2λ2 sin2 Θ =

1 + sin2 Θ(a2λ2 − 1) ≤ 1

a2λ2 ≤ 1

|a|λ ≤ 1

což je podḿınka stability pro systém

32



Řád p̌resnosti

• diferenčńı náhrada ux
uj+1 − uj

∆x
= ux + O(∆x)

uj+1 − uj−1

2∆x
= ux + O(∆x2)

v bodě śıte j

• jednostranná diferenčńı náhrada je řádu O(∆x2) v bodě
j + 1/2

• vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/rad.mws
pro analýzu řádu p̌resnosti diferenčńı náhrady v 1D

• vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/navrh.mws
pro návrh diferenčńı náhrady v 1D

auj−1 + buj + cuj+1 ≈ ux

• Úloha: navrhněte diferenčńı náhradu uxx na bodech śıtě
j − 1, j, j + 1

• Úloha: navrhněte diferenčńı náhrady ux, uxx, uxxx na bodech
śıtě j − 1, j, j + 1, j + 2 a určete jejich řád p̌resnosti

• Úloha: navrhněte diferenčńı náhrady ux, uxx, uxxx na bodech
śıtě j − 2, j − 1, j, j + 1 a určete jejich řád p̌resnosti

• Úloha: navrhněte diferenčńı náhrady ux, uxx, uxxx, uxxxx
na bodech śıtě j − 2, j − 1, j, j + 1, j + 2 a určete jejich
řád p̌resnosti
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• vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/rad2.mws
pro analýzu řádu p̌resnosti centrálńıho diferenčńıho schematu
ve 2D

• Úloha: určete řád p̌resnosti pro: dop̌redné schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj
∆x

= 0,

Lax-Friedrichsovo schema

un+1
j − (unj+1 + unj−1)/2

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

Lax-Wendroffovo schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
=
a2∆t

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

• Úloha: navrhněte explicitńı diferenčńı schema pro ad-
vekčńı rovnici použ́ıvaj́ıćı na časové vrstvě n 4 body śıtě
j − 2, j − 1, j, j + 1 a na časové vrstvě n+ 1 bod j, ana-
lyzujte jeho stabilitu – vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/stab 4points.mws
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Odvozeńı Lax-Wendroffova schematu

• advekčńı rovnice ut + aux = 0

• Taylor̊uv rozvoj v t

u(t + ∆t, x) = u(t, x) + ∆tut(t, x) +
∆t2

2
utt(t, x) + O(∆t3)

v́ıme, že ut = −aux čili utt = −autx = a2uxx

• dosad́ıme do Taylorova rozvoje

u(t + ∆t, x) = u(t, x)− a∆tux +
a2∆t2

2
uxx + O(∆t3)

a použijeme centrálńı diference pro prostorové derivace

un+1
j = unj − a∆t

unj+1 − unj−1

2∆x
+
a2∆t2

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

a dostáváme Lax-Wendroffovo schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
=
a2∆t

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
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Implicitńı schema

• advekčńı rovnice ut + aux = 0

• implicitńı centrálńı prostorová diference

un+1
j − unj

∆t
+ a

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= 0,

• Úloha: analyzujte stabilitu implicitńıho schematu

• volné okrajové podḿınky ux = 0

un+1
2 − un+1

1 = 0, un+1
J − un+1

J−1 = 0

• p̌reṕı̌seme systém

un+1
1 − un+1

2 = 0

−un+1
j−1a

∆t

2∆x
+ un+1

j + un+1
j+1a

∆t

2∆x
= unj , j = 2, · · · , J − 1

−un+1
J−1 + un+1

J = 0

• v maticovém tvaru
1 −1 0 0 · · · 0 0
− a∆t

2∆x 1 a∆t
2∆x 0 · · · 0 0

0 − a∆t
2∆x 1 a∆t

2∆x · · · 0 0
· · ·

0 0 0 · · · − a∆t
2∆x 1 a∆t

2∆x
0 0 0 · · · 0 −1 1

 ·

un+1

1

un+1
2

un+1
3
...

un+1
J−1

un+1
J

 =


0
un2
un3
...

unJ−1

0


M · Un+1 = UUn

Un+1 = M−1 · UUn
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• vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/impl.m; vyzkoušejte volbu
časového kroku; implementujte periodické okrajové podḿınky
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Modifikovaná rovnice diferenčńıho schematu

• Lax-Friedrichsovo schema pro ut + aux = 0

un+1
j − (unj+1 + unj−1)/2

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0

• Taylor̊uv rozvoj v t, x

ut + aux +
1

2

(
∆tutt −

∆x2

∆t
uxx

)
= O(∆t2,∆x2)

vyjáďŕıme

ut = −aux + O(∆t,∆x)

derivováńım dostaneme postupně

utt = −autx + O(∆t,∆x)

utx = −auxx + O(∆t,∆x)

utt = a2uxx + O(∆t,∆x)

• z Taylorova rozvoje vylouč́ıme všechny časové derivace kromě
ut a dostaneme modifikovanou rovnici

ut + aux =
∆x2

2∆t

(
1− ∆t2

∆x2
a2

)
uxx + O(∆t2,∆x2)

ut + aux =
∆x2

2∆t

(
1− a2λ2

)
uxx + O(∆t2,∆x2)

• diferenčńı schema řeš́ı p̌resněji modifikovanou rovnici než
původńı advekčńı rovnici
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• z modifikované rovnice lze usuzovat vlastnosti schematu

• modifikovaná rovnice LF schematu je dob̌re podḿıněná pro
|a|λ ≤ 1, což je podḿınka stability LF schematu

• koeficient u 2. derivace má vztah ke stabilitě

• pokud zahrnuje modifikovaná rovnice 2. derivaci je schema
difuzńı, numerická difuze vyhlazuje nespojitosti

• výpočet modifikované rovnice:

– Taylor̊uv rozvoj v t, x

– vyjáďreńı časové derivace ut

– eliminace všech jiných časových derivaćı z rozvoje

– zanedbáńı vyš̌śıch mocnin ∆t,∆x

• vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/modif-lf.mws poč́ıtá mod-
ifikovanou rovnici LF schematu

• Úloha: spoč́ıtejte modifikovanou rovnici pro: dop̌redné
schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj
∆x

= 0,

zpětné schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj − unj−1

∆x
= 0,

centrálńı schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0
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• vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/modif-lw.mws poč́ıtá
modifikovanou rovnici Lax-Wendroffova schematu

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
=
a2∆t

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

ve tvaru

ut + aux =
1

6
a∆x2(a2λ2 − 1)uxxx + O(∆x3)

• disperzńı rovnice ut+aux = cuxxx je vždy dob̌re podḿıněná

• disperzńı analýza, náhrada řešeńı u −→ ûe−iq(ω)teiωx

−iq(ω) + iωa = −iω3c

• disperzńı relace

q(ω) = aω + cω3

• fázová rychlost vlny vf(ω) = q(ω)/ω = a + cω2

• grupová rychlost vlny vg(ω) = q′(ω) = a + 3cω2

• rychlosti jsou r̊uzné pro r̊uzné frekvence

• pro modifikovanou rovnici LW schematu je c = 1
6a∆x2(a2λ2−

1), podḿınka stability je |a|λ ≤ 1, čili pro a > 0 je c < 0
a vf,g < a pro ω 6= 0

• pro libovolné a plat́ı |vf,g| < |a| pro ω 6= 0, čili všechny
frekvence s ω 6= 0 se š́ı̌ŕı rychlost́ı menš́ı než |a|, nejpoma-
leǰśı jsou nejvyš̌śı frekvence

• schema, které má na pravé straně nejnižš́ı derivaci ťret́ı je
disperzńı, LW schema je disperzńı
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• disperzńı schema vytvá̌ŕı na nespojitostech oscilace

• ukázka, nespojitá vlna řešená LF a LW schematem

• pro vztah ke stabilitě LW schematu je ťreba dopoč́ıtat daľśı
člen modifikované rovnice se 4, derivaćı

vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/modif-lw4.mws poč́ıtá
modifikovanou rovnici Lax-Wendroffova schematu

ut + aux =
1

6
a∆x2uxxx(a

2λ2 − 1)

+
1

8
a2λ∆x3uxxxx(a

2λ2 − 1) + O(∆x4)

• rovnice ut+aux = cuxxx+duxxxx je dob̌re podḿıněná pro
d ≤ 0, čili modifikovaná rovnice LW schematu je dob̌re
podḿıněná pro |a|λ ≤ 1 což je podḿınka stability LW
schematu

• z modifikované rovnice je možné usuzovat na:

– konzistenci

– řád aproximace

– stabilita – heuristická podḿınka

– difuzńı schema

– disperzńı schema
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Schema Crank-Nickolsonové

• implicitńı schema centrované v bodě j, n + 1/2

un+1
j − unj

∆t
+
a

2

(
un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
+
unj+1 − unj−1

2∆x

)
= 0,

• Úloha: spoč́ıtejte modifikovanou rovnici, řád p̌resnosti a
analyzujte stabilitu schematu Crank-Nickolsonové

• volné okrajové podḿınky ux = 0

un+1
2 − un+1

1 = 0, un+1
J − un+1

J−1 = 0

• systém

un+1
1 − un+1

2 = 0

−un+1
j−1a

∆t

4∆x
+ un+1

j + un+1
j+1a

∆t

4∆x
= unj −

a∆t

4∆x
(unj+1 − unj−1), j = 2, · · · , J − 1

−un+1
J−1 + un+1

J = 0

• v maticovém tvaru
1 −1 0 0 · · · 0 0
− a∆t

4∆x 1 a∆t
4∆x 0 · · · 0 0

0 − a∆t
4∆x 1 a∆t

4∆x · · · 0 0
· · ·

0 0 0 · · · − a∆t
4∆x 1 a∆t

4∆x
0 0 0 · · · 0 −1 1

 ·

un+1

1

un+1
2

un+1
3
...

un+1
J−1

un+1
J

 =
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=


0

un2 − a∆t
4∆x(un3 − un1)

un3 − a∆t
4∆x(un4 − un2)

...
unJ−1 − a∆t

4∆x(unJ − unJ−2)
0



M · Un+1 = UUn

Un+1 = M−1 · UUn

• implementujte schema Crank-Nickolsonové úpravou vzorového
programu http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/impl.m; vyzkoušejte
volbu časového kroku; implementujte periodické okrajové
podḿınky
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