Stacionarni nahodné procesy

Ndhodny proces je silné (striktné) stacionarni, jestlize Vn je distribucni
funkce n-tého radu invariantni vici libovolnému posuvu vsech casii o libo-
volnou konstantni hodnotu 7, tj.

Foxy,ag, . o xplti+ 7 to+ 7, oty +7) = Fu(a, xo, .o x|t te, ooy t)

Ndhodny proces je slabé stacionarni, jestlize jsou vici posuvu ¢asu inva-
riantni V momenty 1. a 2. fadu, tedy

E¢(t) = p= const DE(t) = 0 = const
By(ti,t2) = Rx(ti,ty) = Rx(ty — 1)

Korelac¢ni teorie ndhodnych procesi studuje vlastnosti dané momenty 1.
a 2. rfadu.

Staciondrni nahodny proces ma autokorelacni funkci sudou Ry(—71) =
Rx(T).

Stacionarni ndhodny proces je spojity pravé tehdy, kdyz Ry (7) je spojita
pro 7 = 0.

Spojity stacionarni ndhodny proces je diferencovatelny pravé tehdy, kdyz
pro 7 =0 3 1. a 2. derivace autokorelacni funkce. Plati
d d?

B = E{=0  Ry(r)=-—5Rx(7)

Ergodické procesy

Ergodiénost procesu vzhledem k nékteré jeho vlastnosti znamena, ze pri vy-
poctu prislusné charakteristiky |ze stfedovani pres vsechny realizace ndhodné-
ho procesu nahradit stredovanim jedné libovolné realizace pres Cas. Prislusné
charakteristiky Ize ziskat tak, Ze sledujeme jednu realizaci (signdl) po dosta-
tecné dlouhou dobu.

Definice Staciondrni nahodny proces je ergodicky vzhledem k své stredni
hodnoté ;. pravé tehdy, kdyz limita podle stredu

. 1 (172
l.1.m.T_>00T/ E(t)dt = p

—T/2
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Véta Necht (1) je spojity stacionarni ndhodny proces se stiedni hodnotou
1t a autokorelacni funkci Rx (7). Jestlize je lim, ... Rx(7) = 0, pak £ je
ergodicky vzhledem ke stredni hodnoté.

Jinou postacujici podminkou pro ergodicnost vzhledem k ;. je podminka

_ T/2
zlglgo T / T/2 =0

Tato podminka je i podminkou nutnou.

Definice Stacionarni ndahodny proces je ergodicky vzhledem k autokorelacni
funkci pravé tehdy, kdyz plati

Jim B\ [ (4 7) = () — uldt — () =0

Pozn. Pro V7 jde o limitu podle stfedu pro 7' — oo nahodného procesu
daného vztahem T~ fTﬁz[f Dt +7) — p[€P(t) — p]dt, kde £H)(t) je k-4
realizace nahodného procesu &(t).

Periodicky nahodny proces

Nejjednodussi
£(t) = acos(wt + @)
kde a, w pevné, ¢ ndhodné s stejnomérnym rozdélenim v intervalu (0, 27).

Jde o centrovany ndhodny proces E{(t) = 0, proces je ergodicky vzhledem
ke stfedni hodnoté i k autokorelac¢ni funkci

Rx(7) = By(r) = E{{()E(t +7)} = 5 cos(wr)

Obecny periodicky proces s periodou T’
&)

E(t) = ﬂ—l—chcos (QTt—I—gon)

kde stfedni hodnota ;1 = ¢y/\/2 a autokoreladni funkce



Pokud &(t) neobsahuje periodické slozky, pak £(t) a £(t + 7) jsou nezdvislé
pro 7 — oo a tedy

Jim Ry(7) = Jimy Bu() =0
Korelac¢ni koeficient JelikoZz Rx(0) = DX = o? a plati

E{[(&(t) = p) £ (&t +7) = w]*} = 2Rx(0) £ 2Rx(7) > 0

zavadime korelaéni koeficient

a plati |r(7)] < 1.

Doba korelace se zavadi bud jako 7y takové, Ze

Vr > Ir(7)] < &

nebo pomoci integralniho vztahu
2/ |d7_—/ |Rx(7)| dr

Detekce periodického signalu v Sumu

Sum X (oznaleny téz indexem n = noise) je ergodicky neperiodicky centro-
vany stacionarni nahodny proces, signal S(t) je periodicky v ¢ase. Na zakladé
jedné realizace sumu f(t) spocteme autokorelacni funkci zasuméného signalu

_ T/2
By(1) = jlgglof [l + SONE +7) + St +7)] di
= Byu(7) 4+ Bos(7) + Bus(7) + Bsn(7)
Signal a Ssum nejsou korelovany B,, = B,, = 0, doba korelace sSumu je

konecnd a proto pro 7 > 7y, (doba korelace Sumu) je By(7) =~ Bys(7). Ko-
relacni méreni podstatné potlacuje Sum.

Metoda koherentniho pfijmu — znamy tvar signalu, méri se korelace se sig-

nalem
T/2

= lim / 1ol6(8) + SD]S(t+7) dt = By(7)



Energetické spektrum stacionarniho nahodného pro-
cesu

Pro jednoduchost budeme uvazovat centrovany nahodny proces.

Fourierova analyza, k-ta realizace f(k)(t), zavedeme Casové ohrani¢enou funk-
cl

f(k)(t) _ £W(t) pro |t| <T/2

T 0 pro |t| >T/2

2w = [ o &) e at

Srovnani s Fourierovou radou Kdybychom predpokladali periodicnost misto
casového omezeni, pak by

V0= 5 ahep{-ThL — =2 20 (2

n=—oo

Pro libovolnou frekvenci Ize vyjadrit

2= ¥ 2 ()

n=—oo

Hustota spektralniho vykonu signalu

(k) 2mn . 1 k2_1 (k) 2mn 2
& (F) = A—f‘a”‘ -1 |4 (7
=GP (w) = hm—‘ZT ‘2

T—oo [

Autokorelac¢ni funkce signalu (realizace ndhodného procesu)

BW(7) = mnBQ()

k T/2
B¥(r) = T/WQ Wt +7)dr



Hustota spektralniho vykonu G(k)(w) Je Fourierovym obrazem autokorelacni
funkce B") (1) signalu £H)(t).

Odvozeni
(k) T/2
f(BT (7')) = / dr ™ T/T/2 t—I—T)d:
T/2 —zw T
= T/m tdt/ EW(t 4+ 1) T dr =
1 k k k 2
= T (T) (—w) Z(T) (w) = —T ‘Z(T) (w)‘

Stredni hustota spektralniho vykonu

flw) = E{G"(w)}

Autokorelac¢ni funkce nahodného procesu

B(r) = E{BY(r)}

Véta — Pro procesy ergodické vzhledem k autokorelacni funkci plati pro V
realizaci k

flw) =G (w) B(r) = B"(r)

Wiener-Chincintiv teorém - Spektralni hustota vykonu stacionarniho
nahodného procesu je Fourierovym obrazem autokorela¢ni funkce.
Pro redlny nahodny proces je

flw) = |

—o0

oo

B(T) e VTdr = 2/000 B(t)coswt dr

B(r) = %/_O:O fw) e“Tdw = 2/000 f(w)coswr dw

flw) = flw)+ f(-w) =2f(w)



Nahodny proces s diskrétnimi frekvencemi

E(t) =ap+ éaj cos(w;t + ¢;)

J
kde w; pevné a a;, ¢; ndhodné.
Komplexni vyjadreni

n i a; _;o.
Et)y= 3 qe ! N=G e =7
j=—n
Pak
(k) 0 w # wj (k) ¢ 2
Gr'(w) ~ PR T = = GVw) =27 Y (v —wj)
i W= W j=-n

E{hl’} =Byl + Dyj=¢f = flw)=2x ; Ad(w — wj)

J

Je mozno definovat integralni spektrdIni hustotu (analog distribu¢ni funkce)

Floy= ¥ & B(r) = o [ " dF(w)

ji w0y <w 2 Jmoe

Staciondrni ndahodné procesy - izkopasmové, sirokopasmové, bily sum

Priiklad — Zobecnény telegrafni signal

Jde o proces, ktery ma 2 hladiny h, —h a pravdépodobnost prepnuti mezi
nimi za jednotku Casu je v. Pokud v nékterém Case je P(—h) = P(h), pak
Je proces stacionarni a centrovany.

Pravdépodobnost &£ zmén za Casovy interval 7 je

(1) e A

Plh) ==« il

a autokorelac¢ni funkce
By(r) = W' P{&(t+ 1)=&} — 1P P{E(t+7) = —&()} =

— B2 (i (2k) — i (2k + 1)) = h? e *(cosh A —sinh \) =
k=0 k=0

_ h2 6—2/\ — h2 6—21/|T|



Pak spektralni hustota vykonu je

00 4h21/
flw) = 2/0 B(1)coswr dr = EES

Gaussovy (Normédlni) ndhodné procesy

Pro hustotu pravdépodobnosti n-tého fadu Gaussova ndhodného procesu
plati

Jdet(ol
oz, ozt oo ty) = ﬁ exp (— %Q(Zﬁl, . ,xn))

(27I-)n/2
kde () je pozitivné definitni kvadratickd forma
Q(CL‘l, c ey :L‘n) = Z:l Z:l O’ij(fL‘i — ,LLi)(ZL‘j — ,LLj)
=1 7=

Stfedni hodnota E [2(t;)] = E(x;) = .
Autokorelacni funkce Rx(t;,t;) = o0y, kde o;; je prvek inverzni matice k
matici kvadratické formy (o;;) = (o)7L

Gaussovsky nahodny proces je jednoznacné urcen momenty 1. a 2. fadu
(1(t), Rx(s.1)).

Stacionarni normalni (Gaussiv) ndhodny proces je plné popsdn dvou-
rozmérnou hustotou pravdépodobnosti

1
flonmt) = S =)
(11 —a)? = 2r(7)(x1 — a)(xg — a) + (w3 — a)?
20%(1 — r%(7))
kde stredni hodnota nahodného procesu Ex = a a autokorelaéni funkce
By(17) = Rx(7) = 0?r(7) (r(7) je korelaéni koeficient).

exp |—

Pozn. Gausslv slabé stacionarni proces je automaticky i silné staciondrni.

Proces, kde r(7) =1 pro7 =0ar(7) = 0 pro 7 # 0, se nazyvd "normalni
bily Sum".



Priklad Necht &, n jsou navzdjem nezavislé nahodné veli¢iny s normalnim
rozdélenim N (0, 1), pak nahodny proces

x(t) =& cost + nsint

je Gaussovsky ndhodny proces s nulovou stfedni hodnotou a autokorelaéni
funkci By(7) = cos .

Véta Staciondrni spojity Gaussilv nahodny proces X se stfedni hodnotou
EX =0 a rozptylem DX =1 je ergodicky vzhledem k autokorelac¢ni funkci
By(7) pravé tehdy, kdyz pro Vs € R je

lim %/OT (1 _ %) (B2(7) + Bo(r + 5)By(7 — 5)) dr = 0

T—o0

Véta Jestlize pro autokorelacni funkci staciondrniho spojitého Gaussova pro-
cesu X se stfedni hodnotou £X = 0 a disperzi DX =1 je

limp_.. Bo(7) = 0, pak proces X je ergodicky vzhledem k autokorelacni
funkci.

Transformace nahodnych procesu
Popisuje priichod ndhodného signalu x(t) systémem (zafizenim)

Linearni systémy

y(t)= [ a(t—r)h(r)dr

kde pristrojovd funkce h(t) je odezva na impuls 6(¢). Pro kauzdlni systémy
je h(t) =0 pro t < 0.
Misto pristrojové funkce se Casto udava frekvencni charakteristika

H(w) = [~ h(t) exp(—iwt) dt

Autokorela¢ni funkce a energetické spektrum na vystupu z linedr-
niho systému

Necht Rx(t1,t2) je autokorelacni funkce vstupniho ndhodného procesu X (t)
a necht Ry(t;,t;) je autokorelacni funkce vystupniho ndahodného procesu

Y(t). Pak
Ry(tit) = [ [ dr'dr" R(t = 7' ts = 7) B(7') B(7")
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Pro staciondrni nahodné procesy je
Ry (T / / dr'dr" Rx(t + 7' — 7") h(7") h(7")
Spektrum vystupniho signalu je
fr(w) = / Ry (1) exp(—iwT)dT =
= / / du dv h(u) h(v /OO Rx (7 — v+ u) exp(—iwr)dr
= [ dub(uye™ [~ dvh(v)e ™ [~ dz Ry(z)e ™
a tedy
fr(w) = Hw)[" fx(w)

Autokorelacni funkci vystupniho signalu ziskame Fourierovou transformaci
1 o0 2
= —/0 |H(w)|” fx(w) coswt dw
7

Prenos bilého Sumu

Pro bily $um fx(w) = Ny = const. Pak fy(w) = Ny |H(w)|’.
Autokorelacni funkce vystupniho signalu je

N,

Ry(r) ="

T J0

- |H(w)|” coswrdr = N /OO h(u) h(T — u) du

—o0

Pro tzkopdsmovy filtr je frekvenéni charakteristika H(w) nenulovd jen v okoli
+wy. Filtr je obvykle symetricky v okoli wy a tak plati

CH6) = |H({w+ &) = [H(w = 8)[*

Pak autokorelacni funkce vystupniho signalu je

2N,

Ry (1) = a(T) coswyt = —/OOO 012(6) cos 67 db| coswyT
T

Sitka spektra vystupniho signalu je

o° fy(w)dw  f5 |H(w)|” dw _ hy(0)
271G (wy) o [H(wo)|” 2N |H (wo)|”

Af =



Doba korelace je pak

_f(foa(T)dT_NoC%(O)_ 1
= TRy T Ry(0) 247

Idedlni filtr

. Cy |w—w0|<A/2
|H(w)|—{ 0 |w—wy >A/2 = a(7) TT 2

vede ke oscilacim amplitudy autokorelacni funkce.

Lepsi vlastnosti ma Gausslv filtr

W — wp)? C? 272
|H(w)| = Cy exp [—%l = a(T):NO U3 exp (—ﬁ )

Nelinearni systémy

Jsou dostupné metody analyzy nelinedrnich systémi bez setrvacnosti y(t) =
f(x(t)). Mnohé nelinedrni systémy se setrvacnosti jsou rozloZitelné na systém
linedrni se setrvacnosti Hi(w), nelinedrni bez setrvacnosti f(x) a linearni se
setrvacnosti Hy(w).
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