
Stacionární náhodné procesy

Náhodný proces je silnì (striktnì) stacionární, jestli¾e 8n je distribuèní
funkce n-tého øádu invariantní vùèi libovolnému posuvu v¹ech èasù o libo-
volnou konstantní hodnotu � , tj.

Fn(x1; x2; : : : ; xnjt1+ �; t2+ �; : : : ; tn+ � ) = Fn(x1; x2; : : : ; xnjt1; t2; : : : ; tn)

Náhodný proces je slabì stacionární, jestli¾e jsou vùèi posuvu èasu inva-
riantní 8 momenty 1. a 2. øádu, tedy

E�(t) = � = const D�(t) = �2 = const

B0(t1; t2) � RX(t1; t2) = RX(t2 � t1)

Korelaèní teorie náhodných procesù studuje vlastnosti dané momenty 1.
a 2. øádu.

Stacionární náhodný proces má autokorelaèní funkci sudou RX(�� ) =
RX(� ).

Stacionární náhodný proces je spojitý právì tehdy, kdy¾ RX(� ) je spojitá
pro � = 0.

Spojitý stacionární náhodný proces je diferencovatelný právì tehdy, kdy¾
pro � = 0 9 1. a 2. derivace autokorelaèní funkce. Platí

E�
0

=
d

dt
E� = 0 RX

0(� ) = � d2

d� 2
RX(� )

Ergodické procesy

Ergodiènost procesu vzhledem k nìkteré jeho vlastnosti znamená, ¾e pøi vý-
poètu pøíslu¹né charakteristiky lze støedování pøes v¹echny realizace náhodné-
ho procesu nahradit støedováním jedné libovolné realizace pøes èas. Pøíslu¹né
charakteristiky lze získat tak, ¾e sledujeme jednu realizaci (signál) po dosta-
teènì dlouhou dobu.

De�nice Stacionární náhodný proces je ergodický vzhledem k své støední
hodnotì � právì tehdy, kdy¾ limita podle støedu
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Vìta Nech» �(t) je spojitý stacionární náhodný proces se støední hodnotou
� a autokorelaèní funkcí RX(� ). Jestli¾e je lim�!1RX(� ) = 0, pak � je
ergodický vzhledem ke støední hodnotì.

Jinou postaèující podmínkou pro ergodiènost vzhledem k � je podmínka

lim
T!1

1

T

Z T=2

�T=2
RX(� )d� = 0

Tato podmínka je i podmínkou nutnou.

De�nice Stacionární náhodný proces je ergodický vzhledem k autokorelaèní
funkci právì tehdy, kdy¾ platí

lim
T!1

E

����� 1T
Z T=2

�T=2
[�(t+ � )� �][�(t)� �]dt� RX(� )

�����
2

= 0

Pozn. Pro 8� jde o limitu podle støedu pro T ! 1 náhodného procesu
daného vztahem T�1

RT=2
�T=2[�

(k)(t+ � )� �][�(k)(t)� �]dt, kde �(k)(t) je k-tá
realizace náhodného procesu �(t).

Periodický náhodný proces

Nejjednodu¹¹í
�(t) = a cos(!t+ ')

kde a, ! pevné, ' náhodné s stejnomìrným rozdìlením v intervalu h0; 2�).
Jde o centrovaný náhodný proces E�(t) = 0, proces je ergodický vzhledem
ke støední hodnotì i k autokorelaèní funkci

RX(� ) = B0(� ) = E f�(t)�(t+ � )g = a2

2
cos(!� )

Obecný periodický proces s periodou T

�(t) =
c0p
2
+

1X
i=1

cn cos
 
2�n

T
t+ 'n

!

kde støední hodnota � = c0=
p
2 a autokorelaèní funkce

RX(� ) = B0(� ) =
1X
i=1

c2n
2
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2�n

T
�
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Pokud �(t) neobsahuje periodické slo¾ky, pak �(t) a �(t + � ) jsou nezávislé
pro � !1 a tedy

lim
�!1

RX(� ) = lim
�!1

B0(� ) = 0

Korelaèní koe�cient Jeliko¾ RX(0) = DX = �2 a platí

E
n
[(�(t)� �) � (�(t + � ) � �)]2

o
= 2RX(0)� 2RX(� ) � 0

zavádíme korelaèní koe�cient

r(� ) =
RX(� )

RX(0)
=
RX(� )

�2

a platí jr(� )j � 1.

Doba korelace se zavádí buï jako �0 takové, ¾e

8� > �0 jr(� )j < "

nebo pomocí integrálního vztahu

�0 =
1

2

Z 1
�1

jr(� )j d� =
1

�2

Z 1
0
jRX(� )j d�

Detekce periodického signálu v ¹umu

©um X (oznaèený té¾ indexem n = noise) je ergodický neperiodický centro-
vaný stacionární náhodný proces, signál S(t) je periodický v èase. Na základì
jedné realizace ¹umu �(t) spoèteme autokorelaèní funkci za¹umìného signálu

B0(� ) = lim
T!1

1

T

Z T=2

�T=2
[�(t) + S(t)][�(t+ � ) + S(t+ � )] dt

= B0n(� ) + B0s(� ) + Bns(� ) +Bsn(� )

Signál a ¹um nejsou korelovány Bns = Bsn = 0, doba korelace ¹umu je
koneèná a proto pro � � �0n (doba korelace ¹umu) je B0(� ) ' B0s(� ). Ko-
relaèní mìøení podstatnì potlaèuje ¹um.

Metoda koherentního pøíjmu { známý tvar signálu, mìøí se korelace se sig-
nálem

B(� ) = lim
T!1

1

T

Z T=2

�T=2
[�(t) + S(t)]S(t+ � ) dt = Bs(� )
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Energetické spektrum stacionárního náhodného pro-
cesu

Pro jednoduchost budeme uva¾ovat centrovaný náhodný proces.

Fourierova analýza, k-tá realizace �(k)(t), zavedeme èasovì ohranièenou funk-
ci

�
(k)
T (t) =

8<: �(k)(t) pro jtj � T=2
0 pro jtj > T=2

Z
(k)
T (!) =

Z T=2

�T=2
�
(k)
T (t) ei!t dt

Srovnání s Fourierovou øadou Kdybychom pøedpokládali periodiènost místo
èasového omezení, pak by

f�T (k)(t) = 1X
n=�1

a(k)n exp
(
�2�in

T
t
)

! a(k)n =
1

T
Z(k)
T

 
2�n

T

!

Pro libovolnou frekvenci lze vyjádøit

Z
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T (!) =
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!
sin(!T=2 � n�)

!T=2� n�

Hustota spektrálního výkonu signálu

G
(k)
T

 
2�n

T

!
=

1

�f

���a(k)n

���2 = 1

T

�����Z(k)
T

 
2�n

T

!�����
2

) G(k)(!) = lim
T!1

1

T

����Z(k)
T (!)

����2

Autokorelaèní funkce signálu (realizace náhodného procesu)

B(k)(� ) = lim
T!1

B
(k)
T (� )

B
(k)
T (� ) =

1

T

Z T=2

�T=2
�
(k)
T (t)�

(k)
T (t + � )d�
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Hustota spektrálního výkonu G(k)(!) je Fourierovým obrazem autokorelaèní
funkce B(k)(� ) signálu �(k)(t).
Odvození

F
�
B

(k)
T (� )

�
=

Z 1
�1

d� ei!�
1

T

Z T=2

�T=2
�
(k)
T (t) �(k)(t+ � ) dt =

=
1

T

Z T=2

�T=2
�
(k)
T (t) e�i!tdt

Z 1
�1

�(k)(t+ � ) ei!(t+� )d� =

=
1

T
Z

(k)
T (�!) Z

(k)
T (!) =

1

T

����Z(k)
T (!)

����2

Støední hustota spektrálního výkonu

f(!) = E
n
G(k)(!)

o
Autokorelaèní funkce náhodného procesu

B(� ) = E
n
B(k)(� )

o

Vìta { Pro procesy ergodické vzhledem k autokorelaèní funkci platí pro 8
realizaci k

f(!) = G(k)(!) B(� ) = B(k)(� )

Wiener-Chinèinùv teorém - Spektrální hustota výkonu stacionárního
náhodného procesu je Fourierovým obrazem autokorelaèní funkce.
Pro reálný náhodný proces je

f(!) =
Z 1
�1

B(� ) e�i!�d� = 2
Z 1
0

B(� ) cos!� d�

B(� ) =
1

2�

Z 1
�1

f(!) ei!�d! = 2
Z 1
0

f(!) cos!� d!

~f(!) = f(!) + f(�!) = 2f(!)
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Náhodný proces s diskrétními frekvencemi

�(t) = a0 +
nX

j=1
aj cos(!jt+ 'j)

kde !j pevné a aj; 'j náhodné.
Komplexní vyjádøení

�(t) =
nX

j=�n


j e
�i!jt 
j =

aj
2
e�i'j 
�j = 
?j

Pak

G
(k)
T (!) '

8<: 0 ! 6= !j

j
(k)j j2 T ! = !j

=) G(k)(!) = 2�
nX

j=�n

j
jj2�(! � !j)

E
nj
jj2o = jE
jj2 +D
j = c2j =) f(!) = 2�

nX
j=1

c2j�(! � !j)

Je mo¾no de�novat integrální spektrální hustotu (analog distribuèní funkce)

F (!) =
X

j; !j�!

c2j B(� ) =
1

2�

Z 1
�1

ei!� dF (!)

Stacionární náhodné procesy - úzkopásmové, ¹irokopásmové, bílý ¹um

Pøíklad { Zobecnìný telegrafní signál

Jde o proces, který má 2 hladiny h; �h a pravdìpodobnost pøepnutí mezi
nimi za jednotku èasu je �. Pokud v nìkterém èase je P (�h) = P (h), pak
je proces stacionární a centrovaný.
Pravdìpodobnost k zmìn za èasový interval � je

P (k) =
(�� )k

k!
e��� =

�k e��

k!

a autokorelaèní funkce

B0(� ) = h2 P f�(t+ � ) = �(t)g � h2 P f�(t+ � ) = ��(t)g =

= h2
0@ 1X
k=0

P (2k) �
1X
k=0

P (2k + 1)

1A = h2 e��(cosh� � sinh�) =

= h2 e�2� = h2 e�2�j� j
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Pak spektrální hustota výkonu je

f(!) = 2
Z 1
0

B(� ) cos!� d� =
4h2�

!2 + 4�2

Gaussovy (Normální) náhodné procesy

Pro hustotu pravdìpodobnosti n-tého øádu Gaussova náhodného procesu
platí

fn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn) =
q
det(�ij)

(2�)n=2
exp

 
� 1

2
Q(x1; : : : ; xn)

!

kde Q je pozitivnì de�nitní kvadratická forma

Q(x1; : : : ; xn) =
nX
i=1

nX
j=1

�ij(xi � �i)(xj � �j)

Støední hodnota E [x(ti)] = E(xi) = �i.
Autokorelaèní funkce RX(ti; tj) = �ij, kde �ij je prvek inverzní matice k
matici kvadratické formy (�ij) = (�ij)�1.

Gaussovský náhodný proces je jednoznaènì urèen momenty 1. a 2. øádu
(�(t), RX (s; t)).

Stacionární normální (Gaussùv) náhodný proces je plnì popsán dvou-
rozmìrnou hustotou pravdìpodobnosti

f(x1; x2; � ) =
1

2��2
q
1� r2(� )

� exp

24� (x1 � a)2 � 2r(� )(x1 � a)(x2 � a) + (x2 � a)2

2�2(1 � r2(� ))

35
kde støední hodnota náhodného procesu Ex = a a autokorelaèní funkce
B0(� ) = RX(� ) = �2r(� ) (r(� ) je korelaèní koe�cient).

Pozn. Gaussùv slabì stacionární proces je automaticky i silnì stacionární.

Proces, kde r(� ) = 1 pro � = 0 a r(� ) = 0 pro � 6= 0, se nazývá "normální
bílý ¹um".
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Pøíklad Nech» �; � jsou navzájem nezávislé náhodné velièiny s normálním
rozdìlením N (0; 1), pak náhodný proces

x(t) = � cos t+ � sin t

je Gaussovský náhodný proces s nulovou støední hodnotou a autokorelaèní
funkcí B0(� ) = cos � .

Vìta Stacionární spojitý Gaussùv náhodný proces X se støední hodnotou
EX = 0 a rozptylem DX = 1 je ergodický vzhledem k autokorelaèní funkci
B0(� ) právì tehdy, kdy¾ pro 8s 2 R je

lim
T!1

1

T

Z T

0

 
1� �

T

! �
B2

0(� ) +B0(� + s)B0(� � s)
�
d� = 0

Vìta Jestli¾e pro autokorelaèní funkci stacionárního spojitého Gaussova pro-
cesu X se støední hodnotou EX = 0 a disperzí DX = 1 je
limT!1B0(� ) = 0, pak proces X je ergodický vzhledem k autokorelaèní
funkci.

Transformace náhodných procesù

Popisuje prùchod náhodného signálu x(t) systémem (zaøízením)

Lineární systémy

y(t) =
Z 1
�1

x(t� � )h(� ) d�

kde pøístrojová funkce h(t) je odezva na impuls �(t). Pro kauzální systémy
je h(t) = 0 pro t < 0.
Místo pøístrojové funkce se èasto udává frekvenèní charakteristika

H(!) =
Z 1
�1

h(t) exp(�i!t) dt

Autokorelaèní funkce a energetické spektrum na výstupu z lineár-
ního systému

Nech» RX(t1; t2) je autokorelaèní funkce vstupního náhodného procesu X(t)
a nech» RY (t1; t2) je autokorelaèní funkce výstupního náhodného procesu
Y (t). Pak

RY (t1; t2) =
Z 1
�1

Z 1
�1

d� 0 d� 00RX(t1 � � 0; t2 � � 00)h(� 0)h(� 00)
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Pro stacionární náhodné procesy je

RY (� ) =
Z 1
�1

Z 1
�1

d� 0 d� 00RX(� + � 0 � � 00)h(� 0)h(� 00)

Spektrum výstupního signálu je

fY (!) =
Z 1
�1

RY (� ) exp(�i!� ) d� =

=
Z 1
�1

Z 1
�1

du dv h(u)h(v)
Z 1

�1
RX(� � v + u) exp(�i!� ) d�

=
Z 1
�1

duh(u) ei!u
Z 1
�1

dv h(v) e�i!v
Z 1
�1

dz RX(z) e
�i!z

a tedy

fY (!) = jH(!)j2 fX(!)
Autokorelaèní funkci výstupního signálu získáme Fourierovou transformací

RY (� ) =
1

�

Z 1
0
jH(!)j2 fX(!) cos!� d!

Pøenos bílého ¹umu

Pro bílý ¹um fX(!) = N0 = const. Pak fY (!) = N0 jH(!)j2.
Autokorelaèní funkce výstupního signálu je

RY (� ) =
N0

�

Z 1
0
jH(!)j2 cos!� d� = N0

Z 1
�1

h(u)h(� � u) du

Pro úzkopásmový �ltr je frekvenèní charakteristika H(!) nenulová jen v okolí
�!0. Filtr je obvykle symetrický v okolí !0 a tak platí

C2
1(�) = jH(! + �)j2 = jH(! � �)j2

Pak autokorelaèní funkce výstupního signálu je

RY (� ) = a(� ) cos!0� =
"
2N0

�

Z 1
0

C2
1(�) cos �� d�

#
cos!0�

©íøka spektra výstupního signálu je

�f =

R1
0 fY (!) d!

2�G(!0)
=

R1
0 jH(!)j2 d!
2� jH(!0)j2

=
RY (0)

2N0 jH(!0)j2
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Doba korelace je pak

�0 =

R1
0 a(� ) d�

RY (0)
=
N0C

2
1(0)

RY (0)
=

1

2�f

Ideální �ltr

jH(!)j =
8<: C0 j! � !0j < �=2

0 j! � !0j > �=2
) a(� ) =

2N0C
2
0

��
sin

��

2

vede ke oscilacím amplitudy autokorelaèní funkce.

Lep¹í vlastnosti má Gaussùv �ltr

jH(!)j = C0 exp

24� (! � !0)
2

2�2

35 ) a(� ) =
N0C

2
0p

�
� exp

0@��2� 2

4

1A

Nelineární systémy

Jsou dostupné metody analýzy nelineárních systémù bez setrvaènosti y(t) =
f(x(t)). Mnohé nelineární systémy se setrvaèností jsou rozlo¾itelné na systém
lineární se setrvaèností H1(!), nelineární bez setrvaènosti f(x) a lineární se
setrvaèností H2(!).
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