
Markovovské náhodné procesy

U Markovovského náhodného proces nezávisí dal¹í vývoj na zpùsobu,
jak se proces dostal do souèasného stavu. Platí

8 t1 < : : : < tn P [xn(tn)jx1(t1); : : : ; xn�1(tn�1)] = P [xn(tn)jxn�1(tn�1)]

OMarkovovském øetìzcimluvíme, pokud je mno¾ina èasù t nejvý¹e spo-
èetná. Náhodný proces �(t) je vlastnì posloupnost náhodných velièin f�ng,
kde n = 0; 1; : : :.

Markovovský øetìzec s nejvý¹e spoèetným poètem stavù (MRS)
- �n jsou diskrétní náhodné velièiny

Pravdìpodobnost
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= P (k0; k1; : : : ; kn�1) � P (knjkn�1) = : : : = p
(0)
k0
p
(1)
k0k1

p
(2)
k1k2

: : : p
(n)
kn�1kn

kde p(l)kikj je pravdìpodobnost pøechodu ze stavu ki v l� 1 kroku do stavu kj
v l-tém kroku.

Pro pravdìpodobnost j-tého stavu v n-tém kroku platí
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kde S je mno¾ina v¹ech stavù náhodného øetìzce s nejvý¹e spoèetným po-
ètem stavù (MRS).
Pro pravdìpodobnosti pøechodu ze stavu i v kroku n� 1 platí
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Oznaème pro m < n

P (�n = jj�m = i) = p(m;n)
ij

�
p(m;n)
ij

�
� matice pøechodu

Platí
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De�nice { Øíkáme, ¾e Markovùv øetìzec se spoèetným poètem stavù je
homogenní, jestli¾e pravdìpodobnost pøechodu p(n)ij nezávisí na
kroku n.

Pak pro matice pøechodu platí�
p
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�
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�
p
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�
= (pij(n)) = P(n) = Pn

Pø. Nech» je homogenní MRS se 3 stavy (-1, 0, 1) takový, ¾e z hodnoty 0
pøejdu s pravdìpodobností p = 0:5 na 1 nebo �1, z 1 se stejnými pravdìpo-
dobnostmi na 0 a 1 a z hodnoty �1 na �1 a 0.

Pak matice pøechodu jsou
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Obecnì pro libovolné n je
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První z matic je tedy limitou pro n ! 1. A» byl výchozí stav jakýkoliv, po
dostateènì dlouhé dobì je pravdìpodobnost ka¾dého stavu 1=3.

Klasi�kace stavù HMRS

Def. Stav i 2 S homogenního Markovova øetìzce s nejvý¹e spoèetným po-
ètem stavù je nepodstatný právì tehdy, pokud 9 stav j 2 S a n pøirozené
takové, ¾e pij(n) > 0 a zároveò pji(m) = 0 pro 8m 2 N .

Def. Podstatné stavy i; j 2 S jsou sousledné, pokud 9m;n 2 N takové,
¾e pij(n) > 0 ^ pji(m) > 0.
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Pozn. Souslednost de�nuje ekvivalenci na mno¾inì podstatných stavù. Dva
podstatné stavy jsou ekvivalentní, pokud jsou sousledné.

Mno¾inu stavù i 2 S lze rozdìlit na tøídy
S(0) { tøída nepodstatných stavù
S(i) { i = 1, 2, : : :{ tøídy sousledných podstatných stavù

Def. Jestli¾e nìkterá tøída S(i); i > 0 obsahuje pouze 1 stav, pak se tento
stav nazývá absorpèní.

Def. Oznaème fij(n) pravdìpodobnost, ¾e po n krocích pøejde HMRS ze
stavu i poprvé do stavu j

fij(n) = P (�n = j; �n�1 6= j; : : : ; �1 6= jj�0 = i)

Oznaème N minimální dobu pøechodu z stavu i do stavu j,
tj. N = minn > 0 takových, ¾e fij(n) > 0.

Oznaème Fij celkovou pravdìpodobnost pøechodu ze stavu i do stavu j. Ta
je dána vztahem

Fij =
1X

n=1
fij(n)

Oznaème fj(n) = fjj(n) a Fj = Fjj.

Def. Stav HMRS je trvalý, pokud Fj = 1. Stav je pøechodný, pokud
Fj < 1.

Def. Stav HMRS je periodický, pokud 9 nejvìt¹í spoleèný dìlitel dj > 1
v¹ech n takových, ¾e pjj(n) > 0. (opak neperiodický).

Pro trvalý stav je Pro pøechodný stav je

Pj =
1X
n=1

pjj(n) = 1 Fj =
Pj

1 + Pj

Def. Stav HMRS je nulový, pokud limn!1 pjj(n) = 0 (opak nenulový).

Def. Trvalý nenulový neperiodický stav HMRS je ergodický.

Def. HMRS je nerozlo¾itelný, pokud je prostor S roven jediné tøídì pod-
statných vzájemnì sousledných stavù.
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Vìta o solidaritìU nerozlo¾itelného HMRS jsou v¹echny stavy tého¾ typu.
(Pokud je 1 stav trvalý, 8 jsou trvalé; pokud je 1 stav periodický s periodou
d, pak jsou 8 periodické s periodou d; pokud je 1 nulový, pak jsou 8 nulové.

Finální pravdìpodobnosti (pro koneèný poèet stavù)

Def. Jestli¾e 9 limn!1 pij(n) = pj nezávislé na i, pak pj jsou
�nální pravdìpodobnosti.

Platí

pij(n + 1) =
rX
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pik(n)pkj
n!1�! pj =

rX
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pk pkj

rX
j=1

pij(n) = 1 n!1�!
rX
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Pozn. Vektor (pk) je vlastní øádkový (pro násobení zleva) vektor matice pøe-
chodu (pij) s vlastním èíslem � = 1.

Pozn. Matice pøechodu P(n) má 8j�j � 1.

Vìta Markovova Jestli¾e 9n 2 N takové, ¾e P(n) = (pij(n)) má 8 prvky
nenulové pij(n) > 0, pak 9 �nální pravdìpodobnosti pj.

Vìta Pro homogenní Markovùv øetìzec s koneèným poètem r stavù kladné
�nální pravdìpodobnosti p1; p2; : : : ; pr existují právì tehdy, kdy¾ je neroz-
lo¾itelný a neperiodický.

Vìta Nech» je dán nerozlo¾itelné homogenní Markovùv øetìzec s koneèným
poètem stavù. Je-li stav j 2 S ergodický, pak jeho �nální pravdìpodobnost
pj je rovna pøevrácené hodnotì støední doby 1. návratu systému do stavu j

pj =
1P1

m=1mfj(m)
=

1

mj
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Pøíklad Nech» HMRS má matici pøechodu

P =

0
BBBBBB@
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1=2 0 1=2 0
0 1=2 0 1=2

1=2 0 1=2 0

1
CCCCCCA

Jedná se o proces periodický s periodou d = 2 a proto neexistují �nální prav-
dìpodobnosti pj. Pøesto � = 1 je vlastním èíslem matice pøechodu P.

Pøíklad Nech» HMRS má matici pøechodu

P =

0
BBB@
1=3 1=3 1=3
0 2=3 1=3
0 0 1

1
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Tento proces má �nální pravdìpodobnosti p1 = p2 = 0 a p3 = 1. Stav 3 je
absorpèním stavem, stavy 1 a 2 jsou nepodstatné.

Markovovy procesy se spoèetným poètem stavù (MPS)

Èasová osa je spojitá, pøedpokládáme t 2 h0;1). Pravdìpodobnost, ¾e sy-
stém je ve stavu j 2 S v èase t, je pj(t)

pj(t) � 0
X
j2S

pj(t) = 1

Pro s < t je

P (� = �j; tj� = �i; s) = p
(s;t)
ij � 0

X
j2S

p
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Vlastnosti

pj(t) =
X
i2S

pi(s) � p
(s;t)
ij p

(s;t)
ij =

X
k2S

p
(s;u)
ik � p(u;t)kj

Def. MPS je homogenní, kdy¾ pro 8i; j 2 S a pro 8s; t; 0 � s < t je p(s;t)ij

závislé pouze na rozdílu èasù t� s (p(s;t)ij = pij(u = t� s)).
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Pøedpoklad Nech» pravdìpodobnosti pij(t) jsou spojité pro t > 0, nech»
limt!0+ pii(t) = 1 a limt!0+ pij(t) = 0 pro i 6= j. De�nujeme pii(0) = 1 a
pij(0) = 0 pro i 6= j.

Vìta Pokud platí pøedpoklad, pak pro 8 i; j 2 S, i 6= j existuje koneèná
derivace

p0ij(0) = lim
t!0+

pij(t)

t
= qij

Také derivace pii v 0 existuje, ale nemusí být koneèná

�p0ii(0) = lim
t!0+

1� pii(t)

t
= �qii = qi

Matice Q = (qij) je matice intenzit pøechodu.

Def. De�nujeme derivace pravdìpodobnosti pøechodu

p0ij(t) = lim
s!0+

pij(t+ s) � pij(t)

s

Kolmogorovovy rovnice Pro derivace pravdìpodobnosti pøechodu platí

p0ij(t) =
X
k2S

pik(t) � qkj =
X
k2S

qik � pkj(t)

Def. HMPS je regulární (konzervativní), pokud pro 8i 2 S platí
X

j2S; j 6=i

qij = �qii <1
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