
Obyčejné diferenciálńı rovnice

1 Úvod

Obyčejnou diferenciálńı rovnici N -tého řádu

f
(

x, y, y′, y′′, . . . , y(N)
)

= g(x)

p̌revád́ıme na soustavu N diferenciálńıch rovnic 1. řádu. Provedeme substituce

y′ ≡ z1 y′′ ≡ z2 . . . y(N−1) ≡ zN−1

a dostaneme soustavu

y′ = z1 z′1 = z2 . . . z′N−2 = zN−1

f(x, y, z1, . . . , zN−1, z
′
N−1) = g(x)

Posledńı rovnici lze obvykle rožrešit vzhledem k z′N−1, pak ji lze psát ve tvaru

z′N−1 = g̃(x, y, z1, . . . , zN−1).

K jednoznačnosti řešeńı muśı N rovnic prvńıho řádu (1 rovnice N -tého řádu)

splňovat N podḿınek.

Podle zadáńı podḿınek rozlǐsujeme 2 základńı úlohy

• Počátečńı problém – ∀ podḿınky jsou zadány v jednom bodu (mohu
p̌ŕımo sledovat řešeńı vycházej́ıćı z tohoto bodu)

• Okrajový problém – ∀ podḿınky nejsou zadány v jednom bodu –

nejčastěji jsou podḿınky zadány ve 2 bodech na okraj́ıch, ale mohou být
i jiné, nap̌r. integrálńı podḿınky
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2 Runge-Kuttovy metody pro řešeńı počátečńıho problému

2.1 Eulerova metoda

Systém rovnic vektorově

d ~y

d x
= ~f(x, ~y)

Počátečńı podḿınky zadávaj́ı řešeńı v bodu x0, řešeńı budeme hledat postupně

v bodech x1, x2, . . . , xn. Přibližnou hodnotu řešeńı v bodě xk+1 nalezneme s
pomoćı 2 člen̊u Taylorova rozvoje v bodě xk. Označme hk = xk+1 − xk. Pak

~yk+1 ≈ ~yk + hk ·
d ~y

d x

∣
∣
∣
∣
∣
xk

= ~yk + hk · ~f(xk, ~yk)

Nejnižš́ı zanedbaný člen určuje odhad chyby k-tého kroku Eulerovy metody

~εk = ~y(xk+1)− ~yk+1 ≈
h2
k

2

d2 ~y

d x2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
xk

=
h2
k

2

d ~f(x, ~y)

d x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
xk

=
h2
k

2






∂ ~f

∂x
+
∑

j

fj
∂ ~f

∂yj






Chyba 1 kroku je tedy úměrná h2, počet krok̊u v daném intervalu x ∈ 〈a, b〉 je
N = (b− a)/h a tedy celková chyba je úměrná

‖~ε‖ ∼ N · h2 ∼ h

Eulerova metody je metoda 1. řádu (p̌resnosti). Je tedy málo p̌resná, vyžaduje

velmi krátký krok, a proto se v praxi použ́ıvá jen žŕıdka.

Pozn. Protože ∀ vzorce pro systém rovnic jsou jen jednoduchým vektorovým

zobecněńım vzorc̊u pro 1 rovnici, budeme dále studovat řešeńı 1 diferenciálńı
rovnice 1. řádu.
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Konvergence Eulerovy metody

Necht’ je diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) s počátečńı podḿınkou y(x0) = y0.
Necht’ v oblasti D = {(x, y), x0 ≤ x ≤ X, |y − y0| ≤ b} je funkce f(x, y)
spojitá a ohraničená |f(x, y)| < A. Necht’ dále X − x0 ≤ b/A a necht’ na

množině D ∃L > 0 takové, že plat́ı Lipschitzova podmı́nka

|f(x, z)− f(x, y)| ≤ L|z − y| .

Potom pro h → 0 plat́ı

1. posloupnost yn(x) konverguje k ϕ(x),

2. ϕ(x) ∈ C1 je řešeńı diferenciálńı rovnice na x0 ≤ x ≤ X,

3. neexistuje na x0 ≤ x ≤ X žádné jiné řešeńı vyhovuj́ıćı počátečńı podḿınce.

Pozn. Ke splněńı Lipschitzovy podḿınky stač́ı, aby funkce f měla v dané ob-
lasti omezenou parciálńı derivaci podle y.

2.2 Metody Taylorova typu

Metody vyš̌śıho řádu, které by využ́ıvaly Taylorova rozvoje, se v praxi ne-

použ́ıvaj́ı. Poťrebuj́ı vyš̌śı derivace y a tedy parciálńı derivace funkce f podle
x a y. Nap̌r. Taylorova metoda 2. řádu by byla

yk+1 = yk + hk f(xk, yk) +
h2
k

2

d2 y

d x2
=

= yk + hk f(xk, yk) +
h2
k

2




∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
(xk,yk)

+ f(xk, yk) ·
∂f

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
(xk,yk)





Pozn. Taylor̊uv rozvoj je ale d̊uležitý pro odvozeńı jiných metod, stanoveńı
jejich řádu apod.

3



2.3 Princip Runge–Kuttových metod

Jsou to v praxi velmi často použ́ıvané metody. K nalezeńı řešeńı yn+1 = y(xn+1)

se využ́ıvá pouze p̌redchoźıho bodu (xn, yn), nevyuž́ıvá bod̊u s indexem k < n.
Takové metody nazýváme jednokrokové.

Metody Runge-Kutta jsou založeny na postupném zp̌resňováńı hodnot derivace
v bodech mezi xn a xn+1 včetně (obvykle se využ́ıvá bodu xn+hn/2). Výpočetńı
vzorec Runge–Kuttovy metody má tvar

yn+1 = yn + hΦRK(xn, yn, h) ,

kde

ΦRK(xn, yn, h) = pr1k1 + pr2k2(h) + . . .+ prrkr(h) ,

a dále

k1 = f(xn, yn)

k2(h) = f(xn + α2h, yn + hβ21k1)
...

kr(h) = f [xn + αrh, yn + h(βr1k1 + βr2k2 + . . .+ βr,r−1kr−1)]

Pokud zvoĺıme r = 1, dostaneme Eulerovu metodu. Pro r ≤ 4 se řád metody
může rovnat r (chyba 1 kroku ∼ hr+1). Pro konstrukci metody 5. řádu je však

zapoťreb́ı alespoň r = 6.

2.4 Ukázka konstrukce – Runge–Kuttovy metody 2. řádu

Zvoĺıme tedy r = 2 a můžeme odvodit

ΦRK(xn, yn, h) = p21f(xn, yn) + p22f(xn + α2h, yn + β21hf(xn, yn)) =

= ΦRK(xn, yn, 0) + hΦ′
RK(xn, yn, 0) + O(h2) =

= p21f(xn, yn) + p22f(xn, yn) + hp22 [fx(xn, yn)α2+

+ fy(xn, yn)β21f(xn, yn)] +O(h2) ,

kde fx ≡ ∂f/∂x, fy ≡ ∂f/∂y a Φ′ je derivace Φ podle h.

Porovnáme výrazy u nulté a prvńı mocniny h funkce ΦRK s p̌ŕır̊ustkem ΦT

(y(xn + h) = y(xn) + hΦT ) vyjáďreným z Taylorova rozvoje

ΦT = f(xn, yn) +
h

2

d f

d x
+ O(h2) = f(xn, yn) +

h

2
(fx + f · fy) +O(h2)
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a dostaneme

h0 : p21 + p22 = 1

hfx : p22α2 =
1

2

hfy : p22β21 =
1

2

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı, ale logice Runge-Kuttových metod
odpov́ıdaj́ı následuj́ıćı 2 řešeńı řešeńı.

1. Řešeńı α2 = 1, β21 = 1 a p21 = p22 = 1/2 dává metodu analogickou
lichoběžńıkové metodě integrace. Zde je

k2 = f (xn + h, yn + hf(xn, yn) ) a yn+1 = yn +
h

2
(k1 + k2) .

2. Řešeńı α2 = β21 = 1/2, p21 = 0 a p22 = 1 dává metodu analogickou

obdélńıkové metodě integrace. Zde je

k2 = f

(

xn +
h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

)

a yn+1 = yn + hk2 .

2.5 Klasická Runge–Kuttova metoda čtvrtého řádu

Klasická Runge–Kuttova metoda čtvrtého řádu je jednou z nejpouž́ıvaněǰśıch

metod tohoto typu. K výpočtu jednoho kroku se použ́ıvaj́ı tyto vztahy

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k1)

k3 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k2)

k4 = f(xn + h, yn + h k3)

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

Chyba jednoho kroku metody je ε1 ∼ h5, chyba metody v zadaném intervalu
se zvěťsuje lineárně s počtem krok̊u N ∼ h−1 a tedy ε ∼ h4.
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2.6 Odhad chyby a automatická volba kroku

Existuj́ı 2 metody odhadu chyby pro automatickou volbu kroku

1. Srovnáńı výsledku 2 krok̊u o délce h s výsledkem 1 kroku o délce 2h

2. Srovnáńı výsledku 2 Runge–Kuttových metod r̊uzného řádu → vnořené

RK metody (viz následuj́ıćı odstavec)

Srovnáme výsledky źıskané se dvěma kroky h a s jedńım krokem 2h. V následuj́ıćıch

vztaźıch je ∆ odhad chyby.

y(x+ 2h) = yh + 2C h5 +O(h6) + . . .

y(x+ 2h) = y2h + C (2h)5 + O(h6) + . . .

∆ ≡ yh − y2h
15

= 2C h5 +O(h6)

Veličina ∆ je tedy odhadem chyby yh.

Je-li známa požadovaná maximálńı lokálńı chyba ∆0 a p̌ri kroku h je odhado-
vaná chyba ∆, postupujeme takto:

• Je-li |∆| ≤ |∆0|, krok p̌rijmeme a zvěťśıme velikost následuj́ıćıho kroku.
Protože h ∼ 5

√
∆, zvěťśıme krok na

h′ = S h 5

√
√
√
√

∣
∣
∣
∣
∣

∆0

∆

∣
∣
∣
∣
∣
,

kde S ≃ 0.9 je bezpečnostńı faktor. Obvykle p̌ri zvěťsováńı kroku ome-
zujeme maximálńı velikost poměru h′/h (typicky h′/h ≤ 4).

• Je-li |∆| > |∆0|, krok nelze p̌rijmout, výpočet provedeme znovu. Při
zmenšováńı kroku vezmeme v úvahu, že chyba kroku je násobena počtem

krok̊u N ∼ h−1. Jde tedy o metodu 4-tého řádu a krok zmenš́ıme na

h′ = S h 4

√
√
√
√

∣
∣
∣
∣
∣

∆0

∆

∣
∣
∣
∣
∣
.
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Obvykle požadujeme lokálńı relativńı chybu řešeńı ≤ ε. Požadované relativńı

p̌resnosti žrejmě nelze dosáhnout pro y = 0. Při odhadu chyby proto p̌ridáme
odhad změny v 1 kroku a nav́ıc p̌ridáme malou povolenou absolutńı chybu δ,

protože nelze apriori vyloučit p̌ŕıpad y = y′ = 0. Pak vypočteme

∆0 = ε

(

|y|+ h

∣
∣
∣
∣
∣

d y

d x

∣
∣
∣
∣
∣

)

+ δ = ε (|y|+ h |f(x, y)|) + δ

Pro soustavu rovnic jde vektor ~∆0, jeho složky∆0i určujeme stejným zp̊usobem.
Krok vyb́ıráme tak, aby podḿınka ∆i < ∆0i platila pro ∀ složky řešeńı.

Zpřesněńı výsledku Výsledek vypočtený RK metodou 4. řádu můžeme

zp̌resnit použit́ım vztahu

y(x+ 2h) =
16

15
yh −

1

15
y2h +O(h6) = yh +∆+ O(h6) .

T́ım źıskáme metodu 5. řádu p̌resnosti.

2.7 Vnořené (embedded) Runge–Kutta metody

Těmto metodám se ř́ıká i Runge–Kutta–Fehlbergovy, jde o moderněǰśı p̌ŕıstup
k adaptivńı volbě integračńıho kroku.

Pro metody v́ıce než 4 řádu, muśıme použ́ıt v́ıce p̌ribližných vyjáďreńı derivace

než je řád metody. Nap̌ŕıklad pro metodu 5. řádu je nutno sestavit kombinaci

yn+1 = yn + c1 k1 + c2 k2 + . . .+ c6 k6 +O(h6)

Lze ale zvolit taková k1, k2, . . . , k6, že z nich lze vytvořit i kombinaci, která
dává metodu 4. řádu

y∗n+1 = yn + c∗1 k1 + c∗2 k2 + . . .+ c∗6 k6 +O(h5)

Tato formule se nazývá vnořená. Chybu metody můžeme odhadnout vztahem

∆ ≡ yn+1 − y∗n+1 =
6∑

i=1

(ci − c∗i )ki .

Použit́ı vnořené formule podstatně zmenšuje počet nutných vyč́ısleńı funkce

f(x, y).

7



Spojité Runge–Kuttovy metody (dense output)

Aby byla Runge–Kuttova metoda efektivńı, použ́ıváme velká h. Z r̊uzných
d̊uvod̊u, nap̌ŕıklad pro vykresleńı grafu, poťrebujeme často znát hodnoty v me-
zilehlých bodech. Do čtvrtého řádu metody včetně lze hodnoty v mezilehlých

bodech spoč́ıtat Hermiteovou interpolaćı z hodnot yi, y
′
i = f(xi, yi), yi+1 a

y′i+1 = f(xi+1, yi+1).

Pro metody vyš̌śıho řádu použ́ıváme speciálńı metody pro spojité RK. Obvykle

jsou k s v metodě použitým ki p̌ridány ještě daľśı ki, kde i = s + 1, . . . , s∗, a
rozd́ıl s∗−s je roven dvěma nebo ťrem. Ty pak umožńı, aby p̌resnost interpolace

nebyla hořśı než p̌resnost integrace systému ODE.

2.8 Lokálńı a globálńı chyba Runge-Kuttových metod

Věta o lokálńı chybě Necht’ je dána rovnice y′ = f(x, y), kde funkce f v

okoĺı bodu (x0, y0) má ∀ spojité parciálńı derivace řádu k ≤ p. Necht’

y1 = y(x0) + hΦ(x0, y0, h) = y(x0) + h
r∑

i=1

priki(x0, y0, h)

je krok RK metody p-tého řádu. Index (p) znač́ı p-tou derivaci. Pak

|y1 − y(x0 + h)| ≤ hp+1




1

(p+ 1)!
max
t∈(0,1)

∣
∣
∣y(p+1)(x0 + t.h)

∣
∣
∣+

+
1

p!

r∑

i=1

|pri| max
t∈(0,1)

∣
∣
∣
∣k

(p)
i (t.h)

∣
∣
∣
∣





Věta o globálńı chybě Necht’ pro lokálńı chybu RK metody plat́ı

|y(x+ h)− y(x)− h ΦRK [x, y(x), h]| ≤ Chp+1

a necht’ ∃Λ > 0 takové, že v nějakém okoĺı řešeńı plat́ı

|ΦRK (x, z, h)− ΦRK (x, y, h)| ≤ Λ|z − y| .

Pak pro p̌resnost numerického řešeńı yN v bodě xN plat́ı

δ = |yN − y(xN)| ≤ hp C

Λ
{exp[Λ(xN − x0)]− 1}
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2.9 Vlastnosti Runge–Kuttových metod

Runge–Kuttovy metody jsou velmi robustńı – funguj́ı témě̌r vždy, jsou velmi

odolné k vlastnostem funkce f (absence derivace, p̌ŕıp. skoky). Jsou to samo-
startuj́ıćı metody (neńı ťreba na začátku použ́ıt jiné metody). Jsou jednoduché

a dostupné v numerických knihovnách. Hod́ı se zvlášt’, pokud neńı vyžadována
vysoká p̌resnost.

Nevýhodou je relativně vysoký počet výpočt̊u funkce f na jeden krok (p̌ri

složitém výpočtu f je metoda pomalá). Nehod́ı se pro řešeńı tzv. stiff rovnic
(rovnic se ”silným tlumeńım”).

Nespojitost funkce f

Funkce f je často nespojitá nebo má nespojité derivace. Nap̌ŕıklad

y′ =







fI(x, y) pro g(x, y) ≥ 0
fII(x, y) pro g(x, y) < 0

Možné strategie řešeńı tohoto problému:

1. Ignorujeme nespojitost a doufáme, že si nastaveńı kroku porad́ı samo.

2. Použijeme tzv. singularity detecting codes.

3. Hledáme bod nespojitosti a restartujeme výpočet od tohoto bodu. Postup
obvykle zmenš́ı chybu i počet krok̊u.

Některé obecněǰśı pojmy

O libovolné jednokrokové metodě, pro kterou plat́ı vztah yi+1 = yi+hΦ(xi, yi, h),
ř́ıkáme, že je konzistentńı, pokud

lim
h→0

Φ(x, y, h) = f(x, y) pro ∀(x, y) .

Metoda je regulárńı, pokud existuje konstanta L taková, že ∀(x, y) ∈ G,
∀(x, ỹ) ∈ G a ∀h ∈ 〈0, H〉 plat́ı

|Φ(x, y, h)− Φ(x, ỹ, h)| ≤ L|y − ỹ| .

Věta Každá jednokroková regulárńı a konzistentńı metoda je konvergentńı.
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Vliv zaokrouhlovaćıch chyb

Katastrofické př́ıpady – Př́ılǐs malý krok xi + h = xi v x. Př́ılǐs malý krok se
může projevit i v y, které z̊ustane yi + (yi+1 − yi) = yi konstantńı po mnoha
kroćıch, ač bez zaokrouhlováńı může být změna y nezanedbatelná.

Kumulace chyb – Označme α̃ chybu výpočtu Φ a chybu p̌ri p̌ričteńı změny

y(x, y) označme β̃. Pak tedy

yi+1 = yi + h(Φ(xi, yi, h) + α̃) + β̃ .

Pokud provedeme N krok̊u o velikosti N ∼ 1
h
, dosáhneme nejvýše (pokud maj́ı

všechny chyby stejné znaménko) celkové chyby

|E| ≃ N
(

h |α̃|+ |β̃|
)

∼ |α̃|+ |β̃|
|h| .

Zaokrouhlovaćı chyby tedy rostou p̌ri zmenšováńı kroku h. Na druhé straně

chyba metody roste p̌ri zvěťsováńı h. Existuje tedy optimálńı krok h z hlediska
p̌resnosti.
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3 Bulirsch–Stoerova metoda

Je to moderńı jednokroková metoda založená na Richardsonově extrapolaci na
h = 0. T́ım je podobná Rombergově integraci. Tato metoda se nehod́ı, pokud

• funkce f nejsou dostatečně hladké (nap̌r. pokud jsou zadané, tabulkou)

• má zadaná rovnice singulárńı bod.

Postupujeme takto:

1. Výpočet provedeme pro několik h, z nichž žádné neńı dost malé pro za-

danou p̌resnost. Předpokládáme, že výsledek je analytickou funkćı h.

2. Pro výpočet jednotlivých krok̊u použijeme sudou metodu, kde chyba me-

tody ∆h ∼ h2.

3. Výsledek extrapolujeme na h = 0 racionálńı lomenou funkćı h2.

❜

❜

❜

❜

❜

❜
❜

❜
❜

❜

❜
❜

r

r
h=06 krok̊u

4 kroky

2 kroky
y

x

y(x)

x+H

Obrázek 1: Bulirsch–Stoerova metoda

Výpočet provád́ıme s posloupnost́ı počtu krok̊u n = 2, 4, 6, 8, 12, 16, 24, . . .,

tedy s posloupnost́ı, pro kterou plat́ı n0 = 2, n1 = 4, n2 = 6 a nj = 2nj−2

pro j = 3, 4, . . .. Nejvyš̌śı počet krok̊u se obvykle stanovuje jako j = 10, tedy
n10 = 96. Extrapolaci provád́ıme z menš́ıho počtu prvk̊u, maximálně ze sedmi.
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3.1 Výpočet jednotlivých krok̊u

Použ́ıváme modifikovanou metodu sťredńıho bodu. Máme rovnice

z0 ≡ y(x)

z1 = z0 + hf(x, z0)
...

zm+1 = zm−1 + 2hf(x+mh, zm), kde m = 1, 2, . . . , n− 1

Potom

y(x+H) ≈ yn =
1

2
[zn + zn−1 + hf(x+H, zn)]

Chyba metody je dána vztahem

∆ = yn − y(x+H) =
∑

αih
2i ,

Jde tedy o metodu 2. řádu, rozvoj chyby obsahuje pouze sudé mocniny h.
Pokud extrapolujeme ze 2 výsledk̊u pro nk a nk−1 dostaneme metodu čtvrtého

řádu p̌resnosti (O(h4)). Při extrapolaci ze 7 výsledk̊u źıskáme čtrnáctý řád
p̌resnosti.

Bullirsch-Stoerova metoda je metoda vysokého řádu. Hod́ı se, pokud je požadována

vysoká p̌resnost řešeńı a funkce ~f je hladká. Nehod́ı se pro stiff rovnice.
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4 Vı́cekrokové metody

V́ıcekrokové metody vyž́ıvaj́ı k výpočtu y v bodu xn+1 nejen hodnoty a derivace
v xn, ale i v bodech p̌redchoźıch. Takové metody tedy nejsou samostartuj́ıćı,

ale snižuj́ı počet nutných vyč́ısleńı funkce f .

Obecně můžeme vyjáďrit v́ıcekrokovou metodu ve tvaru

yi+1 =
k∑

j=1

ajyi+1−j + h
k∑

j=0

bjfi+1−j .

Pokud je b0 = 0, metodu nazýváme explicitńı. V p̌ŕıpadě b0 6= 0 se jedná

o metodu implicitńı, muśıme tedy řešit v obecnosti nelineárńı rovnici pro yi+1

(systém nelineárńıch rovnic pro ~yi+1).

4.1 Adamsovy metody

Velmi známé jsou Adamsovy metody založené na integraci Lagrangeova ex-
trapolačńıho (nebo interpolačńıho) polynomu. Jediný nenulový koeficient a je
koeficient a1 = 1. Interpolována je tedy jen derivace a tedy je použito v́ıce

koeficient̊u bj.

Adams–Bashforthovy metody

Jsou to explicitńı metody b0 = 0. Jako p̌ŕıklad uvedeme metodu 4. řádu

yi+1 = yi +
h

24
(55y′i − 59y′i−1 + 37y′i−2 − 9y′i−3) + O(h5) ,

kde y′k = f(xk, yk).

Adams–Moultonovy metody

Jsou to implicitńı metody. Metoda 4. řádu má tvar

yi+1 = yi +
h

24
(9y′i+1 + 19y′i − 5y′i−1 + y′i−2) + O(h5) .

Máme tedy y′i+1 = f(xi+1, yi+1), tedy yi+1 je dáno rovnićı (systém rovnic).
Výhodou implicitńı metody je lepš́ı stabilita (možnost deľśıho kroku), ale p̌ŕımo
ji věťsinou nelze použ́ıt.
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4.2 Metoda prediktor–korektor

Postup má tyto kroky:

1. Prediktor (P) - odhadneme ỹi+1 explicitńı metodou (Adams–Bashforthovou).

2. Evaluace (E) - vypočteme ỹ′i+1 = f(xi+1, ỹi+1).

3. Korektor (K) - implicitńı metodou s ỹ′i+1 urč́ıme yi+1.

4. Evaluace (E’) - vypočteme y′i+1 = f(xi+1, yi+1).

Obecně lze postupovat podle schématu P(EK)mE’, ale obvykle pokládáme
m = 1. Automatická změna kroku je zde složitěǰśı, ale v knihovnách je imple-

mentována. Výhodou této metody je p̌redevš́ım jej́ı rychlost, funkčńı hodnotu
vyč́ıslujeme jen dvakrát (ne čty̌rikrát). Jej́ı nevýhody jsou p̌redevš́ım to, že neńı

samostartuj́ıćı, je citlivěǰśı na vlastnosti funkce f a neńı vhodná pro stiff-rovnice.

4.3 Konvergence v́ıcekrokových metod

Konzistence - V́ıcekroková metoda je konzistentńı, pokud je alespoň 1. řádu

p̌resnosti.
Metoda je konzistentńı právě tehdy, jestliže

k∑

j=1

aj = 1 ∧
k∑

j=0

bj =
k∑

j=1

j aj

V́ıcekroková metoda

yi+1 =
k∑

j=1

ajyi+1−j + h
k∑

j=0

bjfi+1−j .

má charakteristický polynom

λk − a1λ
k−1 − . . .− ak = 0 .

Pokud je metoda konzistentńı, pak je alespoň jeden kořen λi = 1.

D-stabilńı metoda (stabilńı v limitě kroku h → 0), má ∀ i = 1, . . . , m
vlastńı č́ısla (kořeny charakteristického polynomu) |λi| ≤ 1 a ty, pro které je

|λi| = 1, jsou jednoduché kořeny.

Věta Pokud je v́ıcekroková metoda konzistentńı a D-stabilńı, pak je konver-

gentńı.

Pozn. Adamsovy metody jsou D-stabilńı, maj́ı charakteristický polynom
λk − λk−1 = 0, tedy λ1 = 1 a λ2 = . . . = λm = 0.
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5 Špatně podmı́něné úlohy

Máme-li diferenciálńı rovnici y′′ = y s počátečńımi podḿınkami y(0) = 1
a y′(0) = −1, dostaneme analytické řešeńı y = e−x. Úloha s počátečńımi

podḿınkami y(0) = 1 + ε a y′(0) = −1 + ε má ovšem řešeńı y = e−x + εex.
Při libovolně malém nenulovém ε, existuje takové x, od kterého p̌revažuje
rostoućı ”parazitńı”složka. Protože se p̌ri numerickém řešeńı úlohy nevyhnu-

telně dopoušt́ıme nep̌resnost́ı, objev́ı se v něm rostoućı složka a po určité době
p̌reváž́ı.

6 Stiff rovnice (rovnice se silným tlumeńım)

Jsou to rovnice, které v sobě obsahuj́ı útlum s charakteristickým časem τ1 ≪
τi 6=1 – jiné charakteristické časy úlohy. I když pro τ ≫ τ1 je rychle se tluḿıćı
složka zanedbatelně malá, p̌resto je u dosud popsaných metod nutno už́ıvat

krok h
<∼τ1. Takové rovnice nazýváme stiff (rovnice se silným tlumeńım).

Nejjednoduš̌śı stiff rovnice jsou druhého řádu, nap̌ŕıklad

y′′ + 101y′ + 100y = 0 ,

která má řešeńı ve tvaru

y = c1 exp(−100 x) + c2 exp(−x) .

kde τ1 = 0.01 ≪ τ2 = 1. Pro obvyklé metody muśı být krok h
<∼0.01.

Př́ıčinu pot́ıž́ı si ukážeme na ještě jednoduš̌śı rovnici

y′ = −100y + 100 s podm. y(0) = y0 ,

která má analytické řešeńı y = (y0−1)·exp(−100 x)+1. Řeš́ıme-li ji numericky
Eulerovou metodou, máme řešeńı

yn+1 = yn + h(−100yn + 100) , tedy yn = (y0 − 1)(1− 100h)n + 1

Je-li h > 0.02, prvńı člen v absolutńı hodnotě roste a řešeńı je zcela chybné.

Obvyklá Eulerova metoda je metoda explicitńı. Implicitńı metody zde dovoluj́ı
podstatně prodloužit krok.
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Implicitńı Eulerova metoda

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1)

má pro danou rovnici tvar

yn+1 = yn + h(−100yn+1 + 100) ⇒ yn = 1 +
y0 − 1

(1 + 100h)n

Zde řešeńı konverguje k 1 pro libovolně velké h.

Metody, které dovoluj́ı prodloužit krok pro stiff rovnice se nazývaj́ı stiff stabilńı.

Pr̊ukopńıkem těchto metod byl C. W. Gear (1971).

6.1 Stabilita pro konečný krok

Uvažujeme pro jednoduchost jen jednu rovnici y′ = f(x, y), která má hladké

řešeńı ϕ(x). Spoč́ıtáme numericky řešeńı yi v bodech xi. Chceme, aby pro
∀ i ∈ N byla chyba ∆ numerického řešeńı omezená

|∆i| = |yi − ϕ(xi)| < K .

Dosad́ıme do diferenciálńı rovnice

y′(x) = f(x, y) = f(x, ϕ(x)) +
∂f

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
(x,ϕ(x))

(y(x)− ϕ(x)) + . . . ,

Odtud pro derivaci chyby plat́ı

∆′(x) =
∂f

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
(x,ϕ(x))

·∆+ . . . ≈ J(x)∆(x) .

Přibližně můžeme brát J jako konstantńı a pak

∆′ = J∆ a ∆m+1 = R(hJ)∆m ,

kde R(hJ) = R(z) je dáno metodou numerického řešeńı diferenciálńı rovnice.
Pro Eulerovu metodu je R(z) = 1 + z. Aby bylo |∆m| < K pro ∀m ∈ N ,
muśı být |R(z)| < 1. Pro Eulerovu metodu muśı být |z − (−1)| < 1.

Pro systém rovnic je chyba vektor ~∆ a jeho derivace je dána matićı J. Je tedy

~∆′ = J~∆ .

Necht’ J neńı defektńı a existuje tedy pro ∀λi, i = 1, 2, . . . , n vlastńı vektor

~νi. Potom lze vyjáďrit

~∆0 =
n∑

i=1

αi~νi
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Pak lze chybu v m-tém kroku zapsat ve tvaru

~∆m =
n∑

i=1

[R(hλi)]
m αi~νi .

Pak chyba je omezená v limitě lim
m→∞ ‖~∆m‖ < k právě tehdy, když pro ∀ i =

1, 2, . . . , n je, že

∀ zi = hλi ∈ S ; S ≡ {z; |R(z)| ≤ 1} .

Z této podḿınky mohu naj́ıt maximálńı krok h takový, že absolutńı chyba me-

tody nebude postupně nar̊ustat (metoda je stabilńı pro daný krok).

Pozn. Pro Eulerovu metodu je S = {z ∈ C; |z − (−1)| ≤ 1}.
Def. Metoda je A-stabilńı, jestliže je

S ⊃ C− = {z ∈ C ; Re(z) ≤ 0}

Pozn. A-stabilńı metoda je stabilńı pro ∀ délky kroku h.

Implicitńı Eulerova metoda je A-stabilńı.

Zde R(z) = 1/(1− z) a tedy |R(z) ≤ 1| na množině (vněǰsek kruhu)
|z − 1| ≥ 1 ⇒ S ⊃ C−.

Pozn. V praxi se obvykle už́ıvaj́ı implicitńı metody vyš̌śıho řádu.
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6.2 Semiimplicitńı Eulerova metoda

Implicitńı metody jsou vhodné pro lineárńı diferenciálńı rovnice, kde pro výpočet

~yi+1 je nutno řešit systém lineárńıch rovnic. Řešit systém nelineárńıch rovnic
je ale obt́ıžné, proto rovnice pro ~yi+1 linearizujeme. Takové metody nazýváme

semiimplicitńı.

Linearizujeme implicitńı Eulerovu metodu ~yn+1 = ~yn + h~f(xn+1, ~yn+1) a do-
staneme

~f(xn+1, ~yn+1) = ~f(xn+1, ~yn) +
∂ ~f

∂~y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
xn+1,~yn

(~yn+1 − ~yn) ,

kde parciálńı derivace vektoru je matice ∂fi/∂yj. Odtud potom

~yn+1 = ~yn + h





I− h

∂ ~f

∂~y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
xn+1,~yn







−1

· ~f(xn+1, ~yn) .

Mocnina −1 znamená inverzńı matici. V každém kroku tedy řeš́ıme systém
lineárńıch rovnic.

Pozn. Semiimplicitńı metody nejsou A-stabilńı, ale dovoluj́ı podstatně deľśı

krok než explicitńı metody.

6.3 Řešeńı stiff problémů

1. Rosenbrockovy metody jsou semiimplicitńım zobecněńım Runge–Kuttových
metod.

2. Semiimplicitńı zobecněńı Bulirsch–Stoerovy metody.

3. Vı́cekrokové Gearovy metody jsou semiimplicitńım zobecněńım me-

tod prediktor–korektor.
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7 Okrajová úloha

Podḿınky nejsou zadány v 1. bodu, jsou obvykle zadány ve 2 bodech, i když i
jiná formulace podḿınky (nap̌r. integrálńı) je možná.

Necht’ jsou podḿınky zadány ve 2 bodech (rovnice alespoň 2. řádu nebo
nejméně 2 rovnice 1. řádu). Máme-li rovnici N -tého řádu, n1 podḿınek je
zadáno v bodě a a n2 podḿınek v bodě b, kde n1 + n2 = N . Nejčastěǰśı jsou

podḿınky s tvarem y(a) = α0, y
′(a) = α1 nebo c1y(a) + c2y

′(a) = α2.

Základńı metody řešeńı okrajových úloh jsou

• metoda sťrelby

• metoda śıt́ı (konečných diferenćı)

• variačńı metody

7.1 Metoda střelby

Máme n1 podḿınek v bodu a, n2 podḿınek v bodu b. Zkusmo zvoĺıme n2

dodatečných podḿınek v bodu a a řeš́ıme počátečńı úlohu. Řešeńı v bodu
b dosad́ıme do n2 p̊uvodńıch podḿınek, a podle výsledku měńıme dodatečné

podḿınky v bodu a tak, abychom se trefili do podḿınek v bodu b. Muśıme
tedy řešit n2 obecně nelineárńıch rovnic. Pokud je n2 = 1, jde jen o 1 rovnici

a úloha je podstatně snažš́ı.

Název je vlastně od sťrelby na ćıl, která je popsána 4 diferenciálńımi rovnicemi

d x

d t
= v cos θ

d v

d t
= − 1

2m
c̺s v2 − g sin θ

d y

d t
= v sin θ

d θ

d t
= −g

v
cos θ

a okrajovými podḿınkami

x(0) = y(0) = 0 v(0) = v0 y(xc) = 0

Sťrelec voĺı náměr – úhel θ(0), tak aby zasáhl ćıl. Pokud ćıl mine oprav́ı odhad
θ(0) a zkouš́ı to znovu. Muśıme tedy řešit jednu nelineárńı rovnici pro θ0 = θ(0)

y(xc, θ0) = 0

Výpočet funkčńı hodnoty pro ∀ θ0 vyžaduje řešeńı počátečńıho problému pro

obyčejné diferenciálńı rovnice.
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Pozn. Pokud je nutno řešit v́ıce nelineárńıch rovnic, použ́ıvá se Newton–
Raphsonova metoda, kde se parciálńı derivace poč́ıtaj́ı numericky.

7.2 Metoda śıt́ı (konečných diferenćı)

Položme x0 ≡ a a xN+1 ≡ b. Vlož́ıme mezi a a b body x1, . . . , xN . Budeme

hledat aproximaci řešeńı v uvedených bodech. Nejjednoduš̌śı je ekvidistantńı
krok∆xk = xk+1−xk = (b−a)/(N+1) = h. Derivace lze nahradit konečnými

diferencemi r̊uzně. Nap̌ŕıklad

v′(x) ≈ v(x+ h)− v(x)

h

a protože plat́ı

v′(x)−



v(x+ h)− v(x)

h



 = −1

2
v′′(x)h+O(h2),

máme metodu prvńıho řádu p̌resnosti. Pokud ovšem nahrad́ıme derivaci vzta-

hem

v′(x) ≈ v(x+ h)− v(x− h)

2h
,

dostaneme metodu druhého řádu, protože plat́ı

v′(x)−



v(x+ h)− v(x− h)

2h



 = −h2

3!
v′′′(x) + O(h4).

Pro druhou derivaci plat́ı vztah druhého řádu p̌resnosti

v′′(x) =
v(x+ h)− 2v(x) + v(x− h)

h2
− h2

12
v(4)(x) + O(h4).

Ukázka pro lineárńı diferenciálńı rovnici

a(x)v′′ + b(x)v′ + c(x)v = d(x) x ∈ 〈0, 1〉 v(0) = α v(1) = β

Tuto rovnici lze pro všechna i = 1, . . . , N aproximovat diferenčńı rovnićı

ai
vi+1 − 2vi + vi−1

h2
+ bi

vi+1 − vi−1

2h
+ civi = di.

Tuto rovnici můžeme pro i = 1, . . . , N upravit na tvar

(−ai + bi
h

2
)

︸ ︷︷ ︸

ri

vi−1 + (2ai − cih
2)

︸ ︷︷ ︸

pi

vi + (−ai − bi
h

2
)

︸ ︷︷ ︸

qi

vi+1 = −h2di.
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Potom řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic pro vi













p1 q1 0 . . . 0
r2 p2 q2 0
... . . . ...
0 rN−1 pN−1 qN−1

0 . . . 0 rN pN



























v1
v2
...

vN−1

vN














= −h2














d1 + r1
α
h2

d2
. . .
dN−1

dN + qN
β
h2














.

Lze dokázat, že pokud h → 0, pak pro ∀ i = 1, . . . , N plat́ı |vi − v(xi)| → 0.

Pozn. Pokud okrajové podḿınky obsahuj́ı derivace, muśıme je též aproximovat.
Ke zvýšeńı řádu této aproximace často už́ıváme virtuálńıch bod̊u x−1 a xN+2.

Pozn. Při řešeńı okrajových úloh pro obyčejné diferenciálńı rovnice metodou

śıt́ı je nutno řešit systémy lineárńıch rovnic s pásovou matićı.

7.3 Variačńı metody

Mı́sto hledáńı řešeńı v určitých bodech, hledaj́ı variačńı metody řešeńı v jisté
ťŕıdě funkćı, pokud je ϕk(x) úplný systém funkćı, lze řešeńı napsat

y(x) =
∞∑

k=1

akϕk(x)

a zbývá naj́ıt neznáme koeficienty ak. Samožrejmě se pak omeźıme na konečný

počet funkćı.

Převedeme okrajové podḿınky na homogenńı a obyčejnou diferenciálńı rovnici
naṕı̌seme ve tvaru

A y(x) = f(x) L(a)
m y = 0 L(b)

m y = 0

kde A je diferenciálńı operátor. Zvoĺıme bázové funkce ϕk(x) takové, že ∀
splňuj́ı okrajové podḿınky. V prostoru funkćı zavedeme skalárńı součin, často

(u, v) =
b∫

a
u(x) v(x) dx.

Pozn. Věťsina metod je určena pro lineárńı operátory A, ale nap̌r. Galerkinovu
metodu lze už́ıt i pro nelineárńı operátory.
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Galerkinova metoda

A y = f ⇒ (Ay − f, ϕj) = 0 ∀ j = 1, . . . , n

Uvažujeme p̌ribližné řešeńı ve tvaru

yn =
n∑

k=1

akϕk

Po dosazeńı źıskáme systém rovnic pro koeficienty ak

(Ayn − f, ϕj) =
b∫

a

(Ayn − f)ϕj dx =
b∫

a



A[
n∑

k=1

akϕk]− f



 ϕj dx = 0

Metoda konečných prvk̊u (finite element method) je variačńı metoda,

která už́ıvá speciálńı bázové funkce, z nichž každá je nenulová jen v určitém
krátkém intervalu. Bázové funkce pro metodu konečných prvk̊u mohou
být nap̌ŕıklad:

ϕi = 0 pro x ≤ xi−1

ϕi = 1− xi − x

xi − xi−1
pro xi−1 ≤ x ≤ xi

ϕi = 1− x− xi

xi+1 − xi

pro xi ≤ x ≤ xi+1

ϕi = 0 pro xi+1 ≤ x

Uvedený tvar bázových funkćı lze použ́ıt, pokud diferenciálńı rovnice obsahuj́ı

maximálně 2. derivaci, jinak je ťreba volit hladš́ı bázové funkce (nap̌r. zvonové
spliny).
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