Obycejné diferencialni rovnice

1 Uvod

Oby¢ejnou diferencialni rovnici N-tého Fadu

(N))

fzoyy, o, y™) = g()

pfevadime na soustavu N diferencidlnich rovnic 1. ¥adu. Provedeme substituce

! " __ N-1) __
Yy =z Y = 29 y( ):ZN_l
a dostaneme soustavu
/I /! / o
Yy =z 21 = 22 EN_9 = RN-1
/
flx,y,21,...,28v-1, 2y 1) = 9(T)

Posledni rovnici Ize obvykle rozfedit vzhledem k 2, pak ji Ize psét ve tvaru

ZEV—l - g(xaywzla sy ZN—l)-

K jednozna&nosti ¥eSeni musi N rovnic prvniho ¥adu (1 rovnice N-tého ¥adu)
spliiovat N podminek.

Podle zadani podminek rozlisujeme 2 zakladni dlohy

e Pocatecni problém -V podminky jsou zaddny v jednom bodu (mohu
primo sledovat ¥eSeni vychazejici z tohoto bodu)

e Okrajovy problém - V podminky nejsou zaddny v jednom bodu —
nejéastéji jsou podminky zadany ve 2 bodech na okrajich, ale mohou byt
| jiné, napt. integralni podminky




2 Runge-Kuttovy metody pro reSeni pocatecniho problému

2.1 Eulerova metoda

Systém rovnic vektorové

dy

= flz, ¥

1, = @9
Polateéni podminky zaddvaji feSeni v bodu z, feSeni budeme hledat postupné
v bodech z1, 29, ..., x,. P¥ibliZnou hodnotu ¥eSeni v bodé x;,; nalezneme s

pomoci 2 ¢lend Taylorova rozvoje v bodé x. Oznaéme hy = xp.1 — . Pak

—

ay
dzx

= e+ h - f(@r, Ti)

T

Vi1 = Y + Iy -

Nejnizsi zanedbany ¢len uréuje odhad chyby k-tého kroku Eulerovy metody
h2 d f(x, 7 N f
R RN

T 9 dx
Chyba 1 kroku je tedy dmé&rna h%, potet kroki v daném intervalu = € {(a,b) je
N = (b—a)/h a tedy celkova chyba je Gdm&rna

J(Tr+1) = Ui b &y
x — N — ——
= Y\ Tk41) — Yk+1 9 da2 )

—»

T,

el ~ N B2~ h

Eulerova metody je metoda 1. ¥adu (pFesnosti). Je tedy malo p¥esna, vyZaduje
velmi kratky krok, a proto se v praxi pouziva jen ztidka.

Pozn. ProtoZe V vzorce pro systém rovnic jsou jen jednoduchym vektorovym
zobecnénim vzorci pro 1 rovnici, budeme dale studovat ¥eSeni 1 diferencidlni
rovnice 1. Fadu.



Konvergence Eulerovy metody

Necht je diferencidlni rovnice v/ = f(x,y) s po&ateéni podminkou y(zo) = yo.
Necht v oblasti D = {(z,y), v <z < X, |y — yo| < b} je funkce f(z,v)
spojitd a ohrani¢end |f(z,y)] < A. Necht ddle X — zg < b/A a necht na
mnoziné D dL > 0 takové, Ze plati Lipschitzova podminka

[f(z,2) = fz,y)] < L[z —y| .
Potom pro h — 0 plati
1. posloupnost y,(x) konverguje k ¢(x),
2. p(x) € C! je Yeeni diferencidlni rovnice na zo < x < X,

3. neexistuje na oy < x < X 74dné jiné feSeni vyhovujici po¢atecni podmince.

Pozn. Ke splnéni Lipschitzovy podminky stadi, aby funkce f méla v dané ob-
lasti omezenou parcidlni derivaci podle y.

2.2 Metody Taylorova typu

Metody vyssiho ¥adu, které by vyuzivaly Taylorova rozvoje, se v praxi ne-
pouzivaji. Potfebuji vy3si derivace y a tedy parciadlni derivace funkce f podle
x a y. Nap¥. Taylorova metoda 2. ¥adu by byla

h? d%y
Y1 = Yr + hi f(Tr, yk) DAl
W2 (of of
= yk-l-hkf(l’k:,yk)‘i‘—k(— + f(@r, y) - == )
2 \Ox (k,yk) 8y (Tr,Yk)

Pozn. Tayloriv rozvoj je ale dileZity pro odvozeni jinych metod, stanoveni
jejich ¥adu apod.



2.3 Princip Runge-Kuttovych metod

Jsou to v praxi velmi &asto pouZivané metody. K nalezeni ¥eseni v, 1 = y(x,41)
se vyuziva pouze pfedchoziho bodu (z,, y,), nevyuZiva bodi s indexem k < n.
Takové metody nazyvdame jednokrokové.

Metody Runge-Kutta jsou zaloZeny na postupném zptesiiovani hodnot derivace
v bodech mezi x,, a x,, 1 v&etné (obvykle se vyuziva bodu x,,+h, /2). Vypoletni
vzorec Runge—Kuttovy metody ma tvar

Yn+1 = Yn + h(I)RK(xna Yn, h) ’

kde
(I)RK(xna Yn,s h) = prlkl + pr2k2(h) + ...+ prrkr(h) )
a déle

ki = f(xna yn)
kao(h) = f(zn + a2h,yp + hBak)

kr(h> = f [xn + Oérh, Un + h(ﬁrlkl + BerQ + ...+ Br,r—lkr—lﬂ

Pokud zvolime r = 1, dostaneme Eulerovu metodu. Pro r» < 4 se ¥ad metody
miZe rovnat r (chyba 1 kroku ~ h7*1). Pro konstrukci metody 5. ¥adu je viak
zapotrebi alespon r = 6.

2.4 Ukazka konstrukce — Runge—Kuttovy metody 2. radu

Zvolime tedy r» = 2 a mizeme odvodit

PrE(Tns Yn, h) = D21f (T, Yn) + P22 f (0 + c2h, Y + Borh f (20, yn)) =
= ®pi(Tn, Yn, 0) + W s (T, yn, 0) + O(h?) =
= pauf(Tn, Yn) + P22f (T, Yn) + hp2o [fo(Tn, Yn) i+
+ fy(wna yn)ﬁﬂf(xm yﬂ)] + O(h2> 3

kde f, =0f/0x, f, = 0f/0y a ' je derivace @ podle h.

Porovname vyrazy u nulté a prvni mocniny h funkce ®ry s pfiristkem &,
(y(z, + h) = y(x,) + h®7) vyjddfenym z Taylorova rozvoje

By = [l ) + 5 1o+ OU) = [ ) + fa + f - Jy) + O
i
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a dostaneme

Rt poy Fpp=1

1
hfx D Pootro = 5
1
hfy L pfor = 2

Tato soustava ma nekone¢né mnoho feseni, ale logice Runge-Kuttovych metod
odpovidaji nasledujici 2 feSeni feSeni.
1. Reeni ao = 1, B9 = 1 a po; = pae = 1/2 dava metodu analogickou

lichobéznikové metodé integrace. Zde je

h
ko = f (mn + I, Yn + hf(ﬂfn, yn) ) d Yn+1 = Yn + §(k1 + k2)

2. Regeni ay = Po1 = 1/2, po1 = 0 a pey = 1 ddva metodu analogickou
obdélnikové metodé integrace. Zde je

h h
]{32 :f(xn+§,yn—|—§f(xn,yn)> a Yn+1 :yn+hk2 .

2.5 Klasicka Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého radu

Klasicka Runge—Kuttova metoda ¢tvrtého ¥adu je jednou z nejpouZivanégjsich
metod tohoto typu. K vypoctu jednoho kroku se pouzivaji tyto vztahy

k1 = f(xnayn)
h h
k2 - f(xn+§ayn+§k1)
h h
ks = f($n+§,yn+§k2)

ki = f(zn+h,yn+ hks)

h
Yn+1 = Un + 6 (kl + 2k2 + 2k3 + k4)

Chyba jednoho kroku metody je £; ~ h°, chyba metody v zadaném intervalu
se zvétéuje linedrn& s pottem krokli N ~ h~! a tedy ¢ ~ h%.



2.6 Odhad chyby a automaticka volba kroku
Existuji 2 metody odhadu chyby pro automatickou volbu kroku
1. Srovnani vysledku 2 kroki o délce h s vysledkem 1 kroku o délce 2h

2. Srovnani vysledku 2 Runge—Kuttovych metod rizného ¥adu — vnotené
RK metody (viz nasledujici odstavec)

Srovname vysledky ziskané se dvéma kroky h a s jednim krokem 2h. V nasledujicich
vztazich je A odhad chyby.

y(x +2h) = y, +20h° +O(R®) + ...
y(x +2h) = yop + C(2h)° + O(h°) + ...

A = y"%?h = 2C 1% + O(h)

Veli¢ina A je tedy odhadem chyby .

Je-li zndma poZadovana maximalni lokalni chyba A a p¥i kroku & je odhado-
vana chyba A, postupujeme takto:

o Je-li |A| < |Ag|, krok pFijmeme a zvétsime velikost nasledujiciho kroku.
ProtoZze h ~ \5/A, zvétSime krok na

A
I 5 0
B=25hn%20

kde S >~ 0.9 je bezpeénostni faktor. Obvykle p¥i zvétSovani kroku ome-
zujeme maximalni velikost pomé&ru h'/h (typicky h'/h < 4).

o Je-li |A] > |Ayl|, krok nelze pfijmout, vypolet provedeme znovu. P¥i
zmen3ovani kroku vezmeme v tvahu, Ze chyba kroku je ndsobena poétem
krokii N ~ h~!. Jde tedy o metodu 4-tého ¥adu a krok zmen$ime na

A
I 4 0
hN==Sh3|l—|.




Obvykle poZadujeme lokalni relativni chybu ¥eSeni < e. PoZadované relativni
presnosti zfejmé& nelze dosahnout pro y = 0. P¥i odhadu chyby proto pfidame
odhad zmény v 1 kroku a navic pfiddme malou povolenou absolutni chybu 9,
protoZe nelze apriori vylou&it p¥ipad y = v/ = 0. Pak vypo&teme

d
Bo = (ol +h L)+ =l + 1S @yl +3

Pro soustavu rovnic jde vektor Ao, jeho slozky Ag; uréujeme stejnym zptisobem.
Krok vybirame tak, aby podminka A; < Ay, platila pro V sloZky ¥eSeni.

Zpiesnéni vysledku Vysledek vypolteny RK metodou 4. ¥adu miZeme
zpfesnit pouZitim vztahu

16 1
y(x + 2h) = 1rYh — 75 Yen + O(h%) =y, + A+ O(hY)

Tim ziskdme metodu 5. ¥adu presnosti.

2.7 Vnoiené (embedded) Runge—Kutta metody

Témto metodam se ¥ika i Runge—Kutta—Fehlbergovy, jde o modernéjsi pFistup
k adaptivni volbé integraéniho kroku.

Pro metody vice neZ 4 ¥4du, musime pouzit vice pfibliznych vyjad¥eni derivace
neZ je ¥ad metody. Nap¥iklad pro metodu 5. ¥adu je nutno sestavit kombinaci

yn+1=yn—l—Clkl+62]€2—|—...—|—06k6—|—0(h6)

Lze ale zvolit takova kq, ko, ..., k¢, Ze z nich Ize vytvoFit i kombinaci, kterd
dava metodu 4. ¥adu

Uil = Yo+ ik Chka+ ...+ ch kg + O(R)

Tato formule se nazyva vnofena. Chybu metody miZeme odhadnout vztahem

6

A=Ypy — y;;ﬂ = Z(Ci - C;k)kz .
i=1

PouZziti vnofené formule podstatné zmensuje pocet nutnych vyéisleni funkce

f(z,y).



Spojité Runge—Kuttovy metody (dense output)

Aby byla Runge—Kuttova metoda efektivni, pouzivdme velkd h. Z riznych
divodd, napfiklad pro vykresleni grafu, potfebujeme €asto znat hodnoty v me-
zilehlych bodech. Do ¢tvrtého ¥adu metody véetné Ize hodnoty v mezilehlych
bodech spotitat Hermiteovou interpolaci z hodnot y;, v = f(x;, ¥i), yisr1 a
Yirr = [(@it1, Yir1)-

Pro metody vyssiho ¥adu pouZivdme specialni metody pro spojité RK. Obvykle
jsou k s v metodé pouzitym k; pridany jesté dalsi k;, kde e =s+1,...,s% a
rozdil s*—s je roven dvéma nebo tfem. Ty pak umozni, aby pfesnost interpolace
nebyla hor$i nez presnost integrace systému ODE.

2.8 Lokalni a globalni chyba Runge-Kuttovych metod

Véta o lokalni chybé Necht je ddna rovnice iy = f(x,y), kde funkce f v
okoli bodu (g, yo) m3 V spojité parcidlni derivace ¥adu k < p. Necht

y1 = y(xo) + h®(x0, Y0, h) = y(x0) + h 3_ priki(xo, Yo, b)
i=1
je krok RK metody p-tého ¥adu. Index ) zna&i p-tou derivaci. Pak

1
(p + 1)! 4e(0) Y (o + t.h)| +

k}”)(t.h)‘)

v —ylmo+ ) < W (

1 r
+ Hizl\priltg3>1<)

Véta o globalni chybé Necht pro lokalni chybu RK metody plati
ly(z + h) — y(x) — h Op [, y(x), h]| < CHH

a necht A > 0 takové, Ze v n&jakém okoli ¥edeni plati
‘(I)RK (SU, 2 h) - (DRK (I,y, h)l < AlZ - yl :

Pak pro ptesnost numerického ¥eSeni yn v bod& x plati

5= luw — ()| < 1 & {explAay —20)] 1)



2.9 Vlastnosti Runge-Kuttovych metod

Runge—Kuttovy metody jsou velmi robustni — funguji témé¥ vzdy, jsou velmi
odolné k vlastnostem funkce f (absence derivace, p¥ip. skoky). Jsou to samo-
startujici metody (nenf tfeba na zatatku pouZit jiné metody). Jsou jednoduché
a dostupné v numerickych knihovnach. Hodi se zvld$t, pokud neni vyZadovana
vysoka presnost.

Nevyhodou je relativn& vysoky polet vypotti funkce f na jeden krok (pfi
sloZitém vypoltu f je metoda pomald). Nehodi se pro FeSeni tzv. stiff rovnic
(rovnic se "silnym tlumenim”).

Nespojitost funkce f

Funkce f je ¢asto nespojitd nebo ma nespojité derivace. Napftiklad

) = { fr(z,y)  pro g(x,y) >0
frr(z,y) pro g(z,y) <0

MozZné strategie FeSeni tohoto problému:
1. Ignorujeme nespojitost a doufdme, Ze si nastaveni kroku poradi samo.
2. PouZijeme tzv. singularity detecting codes.

3. Hledame bod nespojitosti a restartujeme vypocet od tohoto bodu. Postup
obvykle zmensi chybu i poclet kroki.

Neékteré obecnéjsi pojmy

O libovolné jednokrokové metodg, pro kterou plati vztah y;.1 = y;+h®(x;, y;, h),
fikdme, Ze je konzistentni, pokud

}lliir(l) ¢(x,y,h) = f(z,y) pro V(z,y)

Metoda je regularni, pokud existuje konstanta L takova, Ze V(z,y) € G,
V(z,9) € G a Vh € (0, H) plati

‘(I)(.T},y, h) - (I)(.T},g, h)l S Lly - gl

Veéta Kazda jednokrokova reguldrni a konzistentni metoda je konvergentni.



Vliv zaokrouhlovacich chyb

Katastrofické pripady — P¥ili§ maly krok x; + h = x; v x. P¥ili§ maly krok se
miZe projevit i v y, které zistane y; + (y;11 — y;) = y; konstantni po mnoha
krocich, a¢ bez zaokrouhlovani miiZe byt zména y nezanedbatelna.

Kumulace chyb — Oznaéme & chybu vypoltu @ a chybu p¥i pFi¢teni zmény

y(z,y) oznatme [3. Pak tedy
Yirr = i + (@ (i, yi h) + @) + B .

Pokud provedeme N krokii o velikosti N ~ + dosahneme nejvyZe (pokud maji
viechny chyby stejné znaménko) celkové chyby

E|~N (hla| +15 |+ 151
B = N (16| +13) ~ 1l + 1
Zaokrouhlovaci chyby tedy rostou p¥i zmenSovani kroku h. Na druhé strané
chyba metody roste p¥i zvétSovani h. Existuje tedy optimalni krok h z hlediska
presnosti.
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3 Bulirsch—Stoerova metoda

Je to moderni jednokrokova metoda zaloZzena na Richardsonové extrapolaci na
h = 0. Tim je podobnd Rombergové integraci. Tato metoda se nehodi, pokud

e funkce f nejsou dostatetné& hladké (nap¥. pokud jsou zadané, tabulkou)
e ma zadana rovnice singularni bod.
Postupujeme takto:

1. Vypocet provedeme pro nékolik h, z nichz Zadné neni dost malé pro za-
danou presnost. Pfedpokladame, Ze vysledek je analytickou funkci h.

2. Pro vypodet jednotlivych kroki pouzijeme sudou metodu, kde chyba me-
tody Ap ~ h?.

3. Vysledek extrapolujeme na h = 0 racionalni lomenou funkci h2.

2 kroky

Obrézek 1: Bulirsch—Stoerova metoda

Vypocet provadime s posloupnosti poltu krokii n = 2,4,6,8,12,16,24, ...,
tedy s posloupnosti, pro kterou plati ng = 2, ny = 4, np = 6 a n; = 2n;_»
pro j = 3,4,.... Nejvyssi pocet krokl se obvykle stanovuje jako 7 = 10, tedy
nio = 96. Extrapolaci provadime z mensiho poctu prvki, maximalné ze sedmi.
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3.1 Vypocet jednotlivych kroku

Pouzivdme modifikovanou metodu stfedniho bodu. Mame rovnice

20 = y(z)
2 = 20+ hf(x,2)

Zmi1 = Zm-1+2hf(x+mh,z,), kde m=1,2....n—1
Potom

Yot H) oy = ¢t 2+ hf (et )
Chyba metody je dana vztahem

A=y, —ylz+H) =Y ah” |

Jde tedy o metodu 2. ¥adu, rozvoj chyby obsahuje pouze sudé mocniny h.
Pokud extrapolujeme ze 2 vysledki pro n; a n;_; dostaneme metodu ¢tvrtého
¥adu presnosti (O(h?')). P¥i extrapolaci ze 7 vysledkii ziskdme &trnacty ¥ad
presnosti.

Bullirsch-Stoerova metoda je metoda vysokého ¥adu. Hodi se, pokud je poZadovana
vysoka presnost feSeni a funkce f je hladka. Nehodi se pro stiff rovnice.
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4 Vicekrokové metody

Vicekrokové metody vyZivaji k vypo&tu y v bodu x,,,1 nejen hodnoty a derivace
vV T,, ale i v bodech predchozich. Takové metody tedy nejsou samostartujici,
ale sniZuji pocet nutnych vycisleni funkce f.

Obecné miizeme vyjadFit vicekrokovou metodu ve tvaru
k k
Vil = Y QYir1—; +h Y bjfiri-j
J=1 J=0

Pokud je by = 0, metodu nazyvame explicitni. V p¥ipad€ by # 0 se jedna
o metodu implicitni, musime tedy Yesit v obecnosti nelinedrni rovnici pro y;.1
(systém nelinedrnich rovnic pro 4i,1).

4.1 Adamsovy metody

Velmi znamé jsou Adamsovy metody zaloZené na integraci Lagrangeova ex-
trapola¢niho (nebo interpolaéniho) polynomu. Jediny nenulovy koeficient a je
koeficient a; = 1. Interpolovdna je tedy jen derivace a tedy je pouZito vice
koeficientl b;.

Adams—Bashforthovy metody

Jsou to explicitni metody by = 0. Jako pfiklad uvedeme metodu 4. ¥adu

h
Y = Wi+ 5 (559F = 59yiy + 3Tyip — 9yi5) + O(R")

kde yi, = f(@k, yr)-
Adams—Moultonovy metody

Jsou to implicitni metody. Metoda 4. ¥adu m3 tvar

h
Yirl1 = Yi + o (i1 + 19y, — By;_ + i) + O(h”)

Mame tedy yi,, = f(Zit1,¥it1), tedy yip1 je dano rovnici (systém rovnic).
Vyhodou implicitni metody je lepsi stabilita (moZnost del$iho kroku), ale p¥imo
ji vétSinou nelze pouZit.
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4.2 Metoda prediktor—korektor

Postup ma tyto kroky:
1. Prediktor (P) - odhadneme 7, 1 explicitni metodou (Adams—Bashforthovou).
2. Evaluace (E) - vypotteme ¢, = f(zit1, Yit1)-
3. Korektor (K) - implicitni metodou s ¢} ; uréime y;. 1.
4. Evaluace (E’) - vypotteme y; | = f(it1, Yit1)-

Obecné lze postupovat podle schématu P(EK)™E’, ale obvykle pokldaddme
m = 1. Automatickd zména kroku je zde slozitési, ale v knihovnach je imple-
mentovana. Vyhodou této metody je predevsim jeji rychlost, funkéni hodnotu
vy&islujeme jen dvakrat (ne Cty¥ikrat). Jeji nevyhody jsou predevsim to, Ze neni
samostartujici, je citlivéjsi na vlastnosti funkce f a neni vhodna pro stiff-rovnice.

4.3 Konvergence vicekrokovych metod

Konzistence - Vicekrokova metoda je konzistentni, pokud je alespoii 1. Fadu

presnosti.
Metoda je konzistentni pravé tehdy, jestlize
k k k
doaj=1 A D bi=2 g
j=1 j=0 j=1

Vicekrokova metoda
k

k
Yiel = D Yir1—; + h Y bjfiri—j
=1 =0

m3d charakteristicky polynom
)\k—al)\k_l—...—akzo .

Pokud je metoda konzistentni, pak je alespori jeden kofen \; = 1.

D-stabilni metoda (stabilni v limit& kroku h — 0), ma Vi = 1,...,m
vlastni &isla (kofeny charakteristického polynomu) |X;| < 1 a ty, pro které je
|A;| = 1, jsou jednoduché koteny.

Véta Pokud je vicekrokova metoda konzistentni a D-stabilni, pak je konver-
gentni.

Pozn. Adamsovy metody jsou D-stabilni, maji charakteristicky polynom
)\k—>\k_1=0, tedy)\lzla)\gz...:)\mzo.

14



5 Spatné podminéné tlohy

Mame-li diferencialni rovnici y” = y s po&atecnimi podminkami y(0) = 1
a y/(0) = —1, dostaneme analytické ¥edeni y = e *. Uloha s potatetnimi
podminkami y(0) = 1+ ¢ a 3/(0) = —1 + € mda ovdem ¥efeni y = ¢ * + ce”.
P¥i libovolné malém nenulovém ¢, existuje takové x, od kterého pfevazuje
rostouci " parazitni’sloZka. ProtoZe se p¥i numerickém ¥eSeni dlohy nevyhnu-
telné& dopoustime nepfesnosti, objevi se v ném rostouci slozka a po uréité dobé
prevazi.

6 Stiff rovnice (rovnice se silnym tlumenim)

Jsou to rovnice, které v sobé obsahuji Gtlum s charakteristickym ¢asem 7, <
T;+1 — jiné charakteristické Casy dlohy. | kdyZ pro 7 > 7 je rychle se tlumici
slozka zanedbateln& mald, pfesto je u dosud popsanych metod nutno uzivat
krok h~,. Takové rovnice nazyvame stiff (rovnice se silnym tlumenim).

Nejjednodussi stiff rovnice jsou druhého ¥adu, napftiklad
y" +101y" + 100y =0 ,
ktera ma ¥eSeni ve tvaru
y =1 exp(—100z) + ¢y exp(—x)
kde 74 = 0.01 < 75 = 1. Pro obvyklé metody musi byt krok h~0.01.
P¥i¢inu potizi si ukdZzeme na jes$té jednodussi rovnici
y' = —100y + 100 s podm. y(0)=1yo ,

kterd mé analytické ¥edeniy = (yo—1)-exp(—100 )+ 1. Re§ime-li ji numericky
Eulerovou metodou, mame ¥edeni

Ynt+1 = Yn + h(—100y, +100) , tedy y, = (yo—1)(1 —100h)" + 1

Je-li h > 0.02, prvni &len v absolutni hodnot& roste a ¥eSeni je zcela chybné.
Obvykla Eulerova metoda je metoda explicitni. Implicitni metody zde dovoluji
podstatné prodlouzit krok.
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Implicitni Eulerova metoda

Yn1 = Yn + hf (i1, Yns1)
m4d pro danou rovnici tvar

yo — 1

nil = Un + h(=100y,1 +100) = y,=1+-—20
Yn+1 = Yn + h(—100y,+1 + 100) Y +(1+100h)n

Zde ¥eSeni konverguje k 1 pro libovolné velké h.

Metody, které dovoluji prodlouZit krok pro stiff rovnice se nazyvaji stiff stabilni.
Prikopnikem t&chto metod byl C. W. Gear (1971).

6.1 Stabilita pro kone¢ny krok

UvaZujeme pro jednoduchost jen jednu rovnici ¢/ = f(x,y), kterd ma hladké
feSeni p(x). Spolitdme numericky ¥eSeni y; v bodech z;. Chceme, aby pro
V 1 € N byla chyba A numerického ¥eSeni omezena

A = |y —p(z)| < K .

Dosadime do diferencidlni rovnice

0
J(0) = f(.) = Fpl@) + 9| (yla) — el + o
Yl(@e()
Odtud pro derivaci chyby plati
A’(x)—g A+ oxJ(x) Ar) .

Y 2. p2)
P¥iblizné mizeme brat .J jako konstantni a pak

AN =JA a Apg=RMRI)A,

kde R(hJ) = R(z) je ddno metodou numerického ¥eSeni diferencidlni rovnice.
Pro Eulerovu metodu je R(z) = 1 + z. Aby bylo |A,,| < K pro Vm € N,
musi byt |R(z)| < 1. Pro Eulerovu metodu musi byt |z — (—1)| < 1.

Pro systém rovnic je chyba vektor A a jeho derivace je ddna matici J. Je tedy
AN =JA .

Necht J neni defektni a existuje tedy pro V\;, i = 1,2,...,n vlastni vektor
v;. Potom lze vyjad¥it

- n
A0 = Z o %)
i=1
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Pak |ze chybu v m-tém kroku zapsat ve tvaru
A = S [RW)]" cilhi
i=1
Pak chyba je omezen3 v limité lim [|A,|| < k pravé tehdy, kdy? pro Vi =
1,2,...,n je, ze
Vz=hneS8S ; S={z |R() <1} .

Z této podminky mohu najit maximalni krok h takovy, Ze absolutni chyba me-
tody nebude postupné nartistat (metoda je stabilni pro dany krok).

Pozn. Pro Eulerovu metodu je § = {2z €C;|z — (—1)| < 1}.
Def. Metoda je A-stabilni, jestliZe je

SDOC ={z €C; Re(z) <0}

Pozn. A-stabilni metoda je stabilni pro V délky kroku h.

Implicitni Eulerova metoda je A-stabilni.
Zde R(z) =1/(1 — 2) a tedy |R(2) < 1| na mnoZin& (vné&jsek kruhu)
z—1>1=8>C".

Pozn. V praxi se obvykle uzivaji implicitni metody vy3$iho ¥adu.

17



6.2 Semiimplicitni Eulerova metoda

Implicitni metody jsou vhodné pro linearni diferencidlni rovnice, kde pro vypocet
741 je nutno Yesit systém linedrnich rovnic. Redit systém nelinedrnich rovnic
je ale obtiZné, proto rovnice pro ;1 linearizujeme. Takové metody nazyvame
semiimplicitni.

—

Linearizujeme implicitni Eulerovu metodu 4.1 = 4, + hf(zn21, Yns1) a do-
staneme

S . . . oFf]
f(anrla yn+1) - f(anrla yn) + a—;:

—

(yn+1 - gn) )

xn+17gn
kde parcidlni derivace vektoru je matice df;/0y;. Odtud potom

-1

af ) f(xn—i-l; gn)

gn+1:gn+h I-— ?
Y

Tn+1:Yn

Mocnina —1 znamend inverzni matici. V kazdém kroku tedy ¥eSime systém
linedrnich rovnic.

Pozn. Semiimplicitni metody nejsou A-stabilni, ale dovoluji podstatné delsi
krok nez explicitni metody.

6.3 Reseni stiff problémi

1. Rosenbrockovy metody jsou semiimplicitnim zobecnénim Runge—Kuttovych

metod.
2. Semiimplicitni zobecnéni Bulirsch—Stoerovy metody.

3. Vicekrokové Gearovy metody jsou semiimplicitnim zobecnénim me-
tod prediktor—korektor.
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7 Okrajova tuloha

Podminky nejsou zadany v 1. bodu, jsou obvykle zadany ve 2 bodech, i kdyZ i
jind formulace podminky (nap¥. integralni) je moZna.

Necht jsou podminky zaddny ve 2 bodech (rovnice alespoii 2. ¥4du nebo
nejmén& 2 rovnice 1. ¥adu). Mame-li rovnici N-tého ¥adu, n; podminek je
zadano v bod& a a ny podminek v bodé b, kde ny + no = N. Nej€astéjsi jsou
podminky s tvarem y(a) = «ap, ¥'(a) = a1 nebo c1y(a) + 2/ (a) = ao.

Zakladni metody ¥eSeni okrajovych tloh jsou
e metoda strelby
e metoda siti (kone¢nych diferenci)

e varia¢ni metody

7.1 Metoda strelby

Mame n; podminek v bodu a, ns podminek v bodu b. Zkusmo zvolime no
dodate¢nych podminek v bodu a a FfeSime pocate¢ni ulohu. Regeni v bodu
b dosadime do ny plivodnich podminek, a podle vysledku m&nime dodatecné
podminky v bodu a tak, abychom se trefili do podminek v bodu b. Musime
tedy FeSit ny obecné nelinearnich rovnic. Pokud je ny = 1, jde jen o 1 rovnici
a uloha je podstatné snaZsi.

Nazev je vlastné od stfelby na cil, kterd je popsana 4 diferencialnimi rovnicemi

dz dv 1 5 ,
E—v cos E——%cgsv — gsin6
dy . do g

E_U sin 6 E——UCOSQ

a okrajovymi podminkami
2(0) =y(0) =0 w(0) =vo y(z:) =0

St¥elec voli namér — thel 0(0), tak aby zaséhl cil. Pokud cil mine opravi odhad
6(0) a zkousi to znovu. Musime tedy Fesit jednu nelinedrni rovnici pro 6y = 6(0)

y(xm 00) =0

Vypocet funkéni hodnoty pro V6, vyZaduje ¥eSeni pocatecniho problému pro
obycejné diferencialni rovnice.
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Pozn. Pokud je nutno YeSit vice nelinedrnich rovnic, pouZivd se Newton—
Raphsonova metoda, kde se parcialni derivace pocitaji numericky.

7.2 Metoda siti (konecnych diferenci)

Polozme 2y = a a xy11 = b. VloZime mezi a a b body x1,...,zy. Budeme
hledat aproximaci ¥eSeni v uvedenych bodech. Nejjednodussi je ekvidistantni
krok Az = x4 1—2 = (b—a)/(N+1) = h. Derivace Ize nahradit kone¢nymi
diferencemi rlizné. Nap¥iklad

v(x 4+ h) —v(x)

v'(x) &~ h
a protoZe plati
/ v(x—i—h)—v(x) o 1 " 2
v'(z) — { - ] =5V (x)h + O(h?),

mdme metodu prvniho ¥adu presnosti. Pokud ovSem nahradime derivaci vzta-
hem

_v(x+h)—v(r—nh)

V(z) ~ :

2h
dostaneme metodu druhého ¥adu, protoze plati
h) — —h h?
UI(ZE) . U(.T}-i- )2hv(x ) — —gv’”(:v) —|—O(h4)

Pro druhou derivaci plati vztah druhého ¥adu presnosti

v v(@+h)=2v(z)+v(x—h) K A
v'(z) = 73 — EU( J(z) + O(hY).

Ukazka pro linearni diferencialni rovnici

a(z)v" +b(zx) +c(x)v =d(x) 2€{0,1) wv0)=a v(l)=p

Tuto rovnici Ize pro v8echna ¢ = 1,..., N aproximovat diferenéni rovnici

Vg1 — 20; + Vi Vip1 — Vi-1
i + bj————— + cv; = d;.
h? 2h

Tuto rovnici miZeme pro 2 = 1,..., N upravit na tvar

h h
(—a; + bi=) vii1 + (2a; — ¢;h?) vi + (—a; — bi=) viy1 = —h*d;.
2 S— 2
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Potom Fe$ime soustavu linearnich rovnic pro v;

'p1o¢1 O 0 [ v ] | di + 7173 ]
T2 P2 Q2 0 (0 dy
: - . — —h2
0 TN-1 PN-1 qN-1 | | UN-1 dy—1

0 0 r~ ooy || vy | | dy + v |

Lze dokazat, Ze pokud h — 0, pak proVi=1,..., N plati |v; — v(x;)| — 0.

Pozn. Pokud okrajové podminky obsahuji derivace, musime je téz aproximovat.
Ke zvySeni fadu této aproximace €asto uzivame virtualnich bodli z_1 a x 9.

Pozn. P¥i YeSeni okrajovych tloh pro obytejné diferencidlni rovnice metodou
siti je nutno Fesit systémy linedrnich rovnic s pdsovou matici.

7.3 Variacni metody

Misto hledani feSeni v urlitych bodech, hledaji variaéni metody ¥eSeni v jisté
t¥idé funkci, pokud je @i (x) Gplny systém funkci, Ize FeSeni napsat

y(r) = ki arpr(z)

a zbyva najit nezname koeficienty a;. Samoziejmé se pak omezime na konecny
pocet funkci.

Ptrevedeme okrajové podminky na homogenni a oby&ejnou diferencialni rovnici
napiseme ve tvaru

Ay(r) = f(z)

kde A je diferencidlni operator. Zvolime bazové funkce ¢ (x) takové, Ze V
spliiuji okrajové podminky. V prostoru funkci zavedeme skaldrni soucin, &asto

b
(u,v) = Ju(z)v(x) d.

a
Pozn. Vétsina metod je uréena pro linearni operatory A, ale nap¥. Galerkinovu
metodu lze uZit i pro nelinedrni operatory.

Lg‘;)y:() ng)y:()
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Galerkinova metoda

Ay=f = (Ay — f,9;) =0 V j=1,...,n

Uvazujeme priblizné feSeni ve tvaru
n
Yn = Z arPk
k=1

Po dosazeni ziskdme systém rovnic pro koeficienty ay

b

b n
(= £ = [, = Dy o = [ (ALE i = 1) o5 0 =0

a

Metoda kone¢nych prvkua (finite element method) je varialni metoda,
kterd uziva specialni bazové funkce, z nichz kazda je nenulova jen v urcitém
kratkém intervalu. Bazové funkce pro metodu koneénych prvka mohou
byt nap¥iklad:

w; =0 pro T <z,
T — X
802':1—27 pro i1 <r <
Ly — Ti—1
T — T
@izl—il pro $i§$§$i+1
Lit1 — Ty
;=0 pro Tiy1 < T

Uvedeny tvar bazovych funkci Ize pouZit, pokud diferencialni rovnice obsahuji
maximalné 2. derivaci, jinak je tfeba volit hladsi bazové funkce (nap¥. zvonové

spliny).
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