ReSeni nelinearnich rovnic

1 Uvod

Numerické ¥eSeni nelinearnich (NL) rovnic — vZdy iteraéni
feSeni odhadneme a pak ho postupné zpresiiujeme

Typy uloh - (dle poctu rovnic — promé&nnych)

e 1. NL rovnice

flz) =0 (1)

Reden{ ¢asto nazyvame koien. Ko¥en nemusi 3, mize byt 1 nebo jich
muiZe byt vice.

Jedna se o relativné snadnou tlohu, vZdy Ize kofen odhadnout (ohraniZit)
a nasledné najit.

e ReSeni systému rovnic n rovnic o n nezndmych. Pomoci n proménnych
bude mozZno splnit najednou n rovnic.

—

f@) =0 (2)

kde fje n-dimenzionalni vektorova funkce, jejimiz slozkami jsou jednotlivé
rovnice, které maji byt simultdnné splnény.

Regeni nemusi 3, miZe byt 1 nebo vice bodovych ¥efeni. V degenerovaném
ptripadé mize ale existovat i spojita mnoZina feSeni.

Ve vice dimenzich neni k dispozici Zddnd obecnd metoda feSeni, pokud
neni k dispozici dobry odhad YeSeni.



2 Reseni jedné nelinearni rovnice

2 kroky ¥eSeni

1. Ohrani&eni ko¥eni (separace, bracketing) — uréenf intervald, které obsahuji
jeden koten.

2. Zpresiiovani hodnoty kofene na pozadovanou presnost
Polynomy — 3 specidlni metody
(v res

Dvojnasobné koreny — hledani feSeni v redlném oboru v okoli dvojnasobného

kofenu = nekorektni tiloha
libovoln& malda zména koeficientl mize = —4.
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Vliv nepatrné zmény zadani u dvojndsobnych kofeni

Pozn. V komplexnim oboru je tloha vZzdy korektni.
Pozn. Hledani dvojnasobného korene se provadi pomoci hledani extrému.

Ohraniceni kofene — Pokud pro z; < x plati, Ze f(z1)f(z2) < 0 je v in-
tervalu (x1, x2) alespofi jeden kofen.

Ve

Algoritmus ohraniceni spociva v rozsifovani, pfip. zkracovani piivodné navrZzeného
intervalu.

Hledani ohraniceného korene — Obvyklé jsou metody, které nepouZivaji
derivace. UZiti derivace < pro derivaci je analyticky vzorec A rychly numericky
vypocet.




2.1 Metoda pileni intervala

Necht je kofen ohranien (ag,by), tak Ze f(ao)f(by) < 0. Oznaéme z; =
(ap + bp)/2. Jeden krajni bod ponechdme a druhy posuneme do z; tak, aby
opét platilo f(ay)f(b1) <O.

Po n-tém kroku kofen omezeny body a, a b, a nepfesnost urleni kofene je
€n = |bn — ayl.

Plati

|€n‘

‘€n+1‘ = 2

Pozn. Obecné Ize zapsat |¢,+1| = C|e,|™, kde m > 1.

Puleni intervalu je linedrni metoda m =1a C = %

Pocet kroku pro vypocet kofene s presnosti € je pFi polateéni chybé ¢, roven

€0
n = log, — .
€

Metoda pdleni intervalii je spolehlivd (vZdy konverguje), ale v blizkosti kofene
pomala.

2.2 Metody, uzivajici se¢nu

Sekantova metoda Regula falsi Problém (regula falsi)
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Sekantova metoda, metoda regula falsi a problém pomalé konvergence



Jsou-li body a, 1 a a,, pak bod a,.1 zvolime v priseciku spojnice bodi
(an-1,y(an_1)) a (an,y(ay,)) s osou x.

Sekantova metoda - body a,, a,.1 — bod a, .

Ohrani¢eni kofene nemusi byt zachovano = konvergence neni zaru¢enal

V blizkosti kofene rychlejsi nez regula falsi. Pro rychlost konvergence plati
klggo ‘€k+1‘ — C‘Ek‘1'618.

Metoda regula falsi - Po uréeni a,.1 si k nému vyberu z z a, 1 a a,, bod
a, tak, aby ko¥en zistal ohrani¢en f(a,i1)f(a,) < 1. Konvergence je tudiz
zarucena.

Metoda pomalejsi neZ sekantova, ale je superlinedrni (m > 1).

Problém superlinedrnich metod — moZnost velmi pomalé konvergence (malych
krok() daleko od ko¥ene (viz obr).

2.3 Brentova metoda

Metody je zaloZena na p¥epinani mezi linedrni metodou (metodou pileni in-
terval() a superlinedrni metodou (inverzni kvadratickd interpolace). Pokud je
superlinedrni metoda pomala (daleko od kofene), vyuZiva se pileni intervald.

Inverzni kvadraticka interpolace vyuZiva funkci x = g(y), hleddme z =
g(y = 0). P¥i iteraci z 3 zndmych bodl a, b, ¢, je funkce y interpolovana
podle Lagrangeova vzorce

ly — fla)lly — f(b)]c

(o) = F@)[f(0) — fB)]
y— f0)]ly — f(c)]a ly — £(O)]ly — F(a)lb
|

_|_

[F(a) — FOF (@) — @] [Fb) — F@IFB) — f(a)

Pro y = 0 Ize Lagrangeliv vzorec napsat ve tvaru

vr=b+Ll  kde P = SIT(R—T)c—b)—(1—R)b—a)

Q
a Q= (T-1D)(R-1)(S—-1).

a kde RE@ S—f(b) Tzf(a)

fle) ~ fla)’ JON




2.4 Newton—Raphsonova (te¢nova) metoda

VyuZziva prvni derivaci zadané funkce, proto je vhodna zejména pokud lze hod-
noty derivaci rychle potitat. Zadanou funkci f(x) rozvineme do Taylorova roz-
voje v okoli bodu z;. Je-li x = x; 4+ 6, pak plati

2

f(SU) = f(CCZ + 5) = f(xl) + 5f/($2) + %f/l(ﬂfl) + ...

Redime f(z) = 0, nahradime Taylorovu ¥adu tetnou p¥imkou, § uréme z
podminky

0=~ f/(xl) = Ti41 = T — f/(xl)
f'(:) f'(:)
Pro nep¥esnost €;.1 =  — ;1 (i + 1)-ni aproximace ko¥ene plati

f () ~ 2 [ ()
f'(xi) "2 f(wi)
Newton—Raphsonova metoda je tedy kvadratickd metoda — rychlad blizko u

kotene. Konvergence neni zaruend, nutnad kontrola ohraniceni kofene a kom-
binace s metodou piileni intervali.

€i+1 =€ —0=¢+

3 Koreny polynomiu

3.1 Ohranicéeni maximalni a minimalni velikosti korene

Necht f(z) je polynom ve tvaru f(z) = a, 2" +a, 12" ' +...+a1x+ay = 0,
kde a,, # 0.

Ohraniéeni kofenl polynomi:

1. V8echny kofeny jsou v mezikruzi Blffld <lz| <1+ ﬁ, kde pro A a B

platl’A - max{lan—lla |an—2‘7 SRR ‘CLO‘} aB= maX{‘CLNHGN—l‘7 SRR ‘al‘}'
2. Déle necht a, > 0 a a,_; je prvni zaporny koeficient, plati pro viechna
x; > 0, 2exi<R:1+\yGE, kde A = max |a,].
n J,a;<0

Druhé ohraniceni Ize po substitucich vyuzit i k dal$im odhadim:

e Substituci y = % odhadneme minimalni kladny ko¥en.



e Pomoci substituce y = —x omezime v absolutni hodnoté nejvétsi zaporny
koten.

1

e Substituce y = —: omezi v absolutni hodnoté nejmensi zaporny koten.

3.2 Sturmova véta

Nejprve definujeme Sturmovu posloupnost.To je posloupnost polynomi,
kde prvni dva &leny jsou polynom fy(x) = f(x) a jeho derivace fi(x) = f'(x).
Daldi ¢leny fi11 ziskdme jako minus zbytek po déleni f; 1/ f;. Posloupnost
kon&i &lenem fi, = const., kde k < n, kde n je ¥ad polynomu f(z).

Sturmova véta — Necht algebraickd rovnice m4 pouze jednoduché koveny,
potom pocet redlnych kofent na intervalu («, 3) je roven rozdilu po&tu znaménkovych
zmén ve Sturmové posloupnosti fy, f1,..., fr v bodech o a 3.

Pokud m3 algebraicka rovnice nasobné koteny, tedy fr = 0, délime ji polyno-
mem fi_1 a pouzijeme Sturmovu vé&tu. Odtud potom dostaneme pocet kofeni
(bez nadsobnosti) na daném intervalu.

Piiklad na Sturmovu vétu Mame polynom f(z) = 42® — 22* — 42 — 3 = 0,
potom &leny Sturmovy posloupnosti jsou

fo = 4a® —22% — 4z — 3,

fi = 32—z —1, (bylo vydg&leno 4)
fg = 26$+29,
f3 = -1
ProtoZe f3 = —1, neexistuji Zadné nasobné redlné koreny. Znaménka ¢&len(

Sturmovy posloupnosti zaneseme do tabulky.

x —o0 | 0|2 |40
sgnfo(x)| - |- |+]| +
sgnfi(x)| + |- |+]| +
sgnfo(z) | - |+|+]| +
sgnfy(z) | - |- | -] -
Nymen 2 211 1

Rozdil po¢tu znaménkovych zmén v bodech —oco a +o0 je jedna, zadany poly-
nom ma tedy v tomto intervalu pravé jeden kofen. Tento kofen leZi mezi body
0 a 2, protoZe rozdil po¢tu znaménkovych zmén v t&chto bodech je opét jedna.
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3.3 Millerova metoda hledani korene

V bodech z;, x; 1 a x;_o budeme interpolovat zadany polynom polynomem

kvadratickym. Definujeme
r — X;

{t= ——
Li— Tij—1

Funkci f(x) interpoluje f = At>+ Bt+C. P¥ hledani ko¥ene této kvadratické
rovnice substituujeme v = 1/t a dostaneme A + Bu + C u®> = 0 s kofeny

—B++VB2—4AC
2C
Odtud iteraéni vztah pro hledani kofene polynomu ve tvaru
2C
") | gy VB —1ac)

kde + nahradime znaménkem + nebo — tak, aby byla maximalni absolutni
hodnota jmenovatele.

U2 =

Tip1 = o — (Ti —

LimTi—1

Pokud definujeme ¢ = pe— miZeme koeficienty A, B a C zapsat ve tvaru

A = qP(x;) —q(1+q) P(zi1) + ¢ P(w;_2),
B = (2¢+1)P(x;) — (1+q)* P(zi1) + ¢* P(x;_2),
C = (1+q)P(z;).

Pozn. | p¥i hledani realnych kofeni miizeme p¥i vyuZiti této metody dostat
komplexni mezivysledky.

Pozn. Pouziva se i pro komplexni kofeny analytickych funkci.

3.4 Laguerrova metoda hledani korene

Polynom n-tého stupné P,(z) = (z — z1)(x — x9) ... (x — z,,) ma logaritmus
In|P,(z)]=In|z — 21| +1In|x — 29| + ... + In|z — x,|. Definujeme

P dln|P,(z)| 1 1 1
G = = = + + ...+
P, dx r—x1 X — T T — X,
P'1* P &PhnlP, 1 1
R E A ) 1) ++—
P, P, dx? (x — x1)? (x — xp)?



Nyni G a H vyjad¥fime tak, Ze pro kofen x1 nejbliZsi k =, poloZime a = x — x4
a pro ostatni kofeny x; predpoklddame, ze b ~ = — x;. Potom
1 n-—1 1 n-1
G=— a H=—
a * b a? + b?

Odtud pro a mame vztah

n

T e /m-DmH -G

kde za + bereme takové znaménko, aby byl jmenovatel v absolutni hodnoté
maximalni.

Pozn. | p¥i hledani realnych kofenii miiZzeme p¥i vyuZiti této metody dostat
komplexni mezivysledky.

Pozn. Existuje ryze redlnd metoda na vypocet redlnych kofenli pomoci rozkladu
na kvadratické polynomy (Bairstowova metoda).

3.5 Hledani dalsich korenu polynomu

Najdeme-li ko¥en ; nahradime piivodni polynom P(z) polynomem P(z) =

P(x)/(x — x;).
Vyhody a nevyhody:

e Vyhneme opé&tovné konvergenci ke kofeni z; (pokud k nému metoda opét
konverguje, je to vicendsobny kofen)

V7

e U polynomi niz8iho stupné sndze hledaji kofeny
e Ztracime pFesnost — ko¥en zp¥esnit pomoci pivodniho polynomu P(x)

Syntetické déleni polynomiu — zpisob vypocltu koeficienti podilu poly-
nomd

Koeficienty podilu a zbytku po déleni dvou polynom{ dostaneme pomoci pro-
cedury POLDIV z knihovny Numerical Recipies. Vypocet probihd nasledovné

apx” +a, 12" '+ ... +a d, x4+ +d
n e VT Ly + 0
by ™ + byp—1x™ 1+ ..+ by b,x™ + ...+ by
Koeficienty podilu poitame podle téchto vztahi
c o % c . Ap—1 — Cn—mbm—l
n—m bm ) n—m-—1 bm )



4 Soustavy nelinearnich rovnic

Soustava dvou nelinearnich rovnic pro dvé neznamé

V obecném pripadé je feSeni soustavy nelinedrnich rovnic velmi obtiZné, neexis-
tuje Zadna dobra obecné pouzitelna metoda. JiZ ve dvou dimenzich nepozname,
zda jsme blizko u ¥eSeni — obr.

Je zaddna soustava f(Z) = 0, kterou miZeme rozepsat ve tvaru
fl(l'l, T, ... ,.T}n)
fQ(ZUl, Lo, ... 7xn>

(3)

fa(z1, @9, 2) = 0.
Pozn. Pokud je to mozné, nahrazujeme hledani
extrému !!

Pokud f; = =0V (Z)/0x; pro Vi = 1,...,n, hleddme extrém potencidlu V.

feSeni systému rovnic hledanim

4.1 Prosta iterace
Soustavu (3) lze pFepsat do tvaru ¥ = J(¥), tedy

IrT = gOl(f
T2 = 902(5)7

T, = pu(T).
Tato soustava ma stejnd ¥eSeni jako soustava (3). lteralni vzorec ma tvar

g+ = g7k



Postacujici podminka konvergence

Necht v jistém okoli G YeSeni ¢ plati, Ze pro VZ € G je §(¥) € G, a Jdq €
(0,1) takové, Ze pro VZ,y € G je ||Z(Z) — B(9)|| < q||Z — ]| (kontrahujici
zobrazem) Pak itera¢ni posloupnost konverguje k feSeni & a plati

17 £H<7H Y|

Pozn. Ma-li g viechny prvni parcidlni derivace v okoli ¥eSeni, pak Ize postadujici
podminku konvergence zapsat |Jo(z1, X2, ..., 2,)| < ¢ < 1, kde J oznaluje
Jacobian zobrazeni g(x1, xo, ..., z,).

Pozn. Neexistuje Zadny univerzalni navod jak vhodné zobrazeni ¢ sestrojit.

4.2 Newton—Raphsonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

P¥esné teseni Evyja’dﬁ'me ve tvaru 5 = T + 02. Hodnotu funkce v bodé ¢
vyjad¥ime pomoci Taylorovy véty
ofi

fz(f+5f) ()+Z_]la

=0

51, +0(572).

Systém rovnic linearizujeme v bodé #*) (k-ty odhad ¥eeni). Mame soustavu
n linedrnich rovnic o n nezndmych

0 o) o) —(k -

ghodh oL sk F1(70)

0 0] 0] il =)

aoan g || o) |~ | REW)

a'n dfn . 8.n _, .

oh Ch . Oh M(k) Fu(Z®)
k+1)

ltera&ni vztah je tedy X, ")y 5x ,kdei=1,...,n.

Vektorové zk+1) = [Jf( " f(f(k’)).

P¥i dostatecné dobrem odhadu tato metoda vzdy konverguje. V pfipadé nut-
nosti politdme derivace numericky.

Pozn. Metodu lze modifikovat tak, aby se omezilo nebezpetéi p¥ilis dlouhych
krokl daleko od YeSeni. Ve V itera&nich krocich chceme pokles 32", f7. Pokud k

nému v nékterém kroku nedojde, misto kroku 5:1; Newtonovy metody uZijeme
vztah

2P = W x5 kde A e (0,1).
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